Trasporto di calore by Gostoli, Carlo
C. Gostoli, PIC 2010  1. C’era una volta il Calorico. 1
1. 
 
C’ERA UNA VOLTA IL CALORICO. 
 
 
... non c’è dato di scorgere il freddo 
e il caldo, … cose che debbono pure, 
giacché colpiscono i sensi, avere 
natura corporea.   Lucrezio, De rerum natura 
 
 
        Antenato del sistema periodico. 
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A. L. de Lavoisier, Traité elementaire de Chimie, Paris, Chez Cuchet, 1789.  
…. Il est difficile de concevoir ces phénomènes sans admettre qu’ils sont 
l’effet d’une substance réelle & matérielle, d’un fluide très-subtil qui 
s’insinue à travers les molécules de tous les corps …..  
…. la sensation que nous appellons chaleur, étant l’effet de 
l’accumulation de cette substance, …. Nous avons en conséquence 
désigné la cause de la chaleur, le fluide éminemment élastique qui la 
produit, par le nom de calorique….. 
….. Je n’ai point formé de tableau pour les combinaisons de la 
lumière & du calorique avec les substances simples ou composées ; 
parce que nous n’avons point encore des idées suffisamment 
arrêtées sur ces sortes de combinaisons. Nous savons, en général, 
que tous les corps de la nature sont plongés dans le calorique, 
qu’ils en sont environnés, pénétrés de toutes parts, & qu’il remplit 
tous les intervalles que laissent entr’elles leurs molécules : que 
dans certains cas le calorique se fixe dans les corps, de manière 
même à constituer leurs parties solides ; mais que le plus souvent il 
en écarte les molécules, il exerce sur elles une force répulsive, & 
que c’est de son action ou de son accumulation plus ou moins 
grande que dépend le passage des corps de l’état solide à l’état 
liquide, de l’état liquide à l’état aériforme.  
À l’égard de la lumière, ses combinaisons & sa manière d’agir 
sur les corps sont encore moins connues. Il paroît seulement,…., 
qu’elle a une grande affinité avec l’oxygène …. Les expériences qui 
ont été faites sur la végétation, donnent aussi lieu de croire que 
la lumière se combine avec quelques parties des plantes, & que c’est 
à cette combinaison qu’est due la couleur verte des feuilles & la 
diversité de couleurs des fleurs. Il est au moins certain que les 
plantes qui croissent dans l’obscurité sont étiolées, qu’elles sont 
absolument blanches, qu’elles sont dans un état de langueur & de 
souffrance, & qu’elles ont besoin pour reprendre leur vigueur 
naturelle & pour se colorer, de l’influence immédiate de la 
lumière. 
On observe quelque chose de semblable sur les animaux eux-
mêmes ; les hommes, les femmes, les enfants s’étiolent  jusqu’à un 
certain point dans les travaux sédentaires des manufactures, 
dans les logements resserrés, dans lesrues étroites des villes. Ils se 
développent au contraire, ils acquièrent plus de force & plus de vie 
dans la plupart des occupations champêtres & dans les travaux en 
plein air. 
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Per qui pochi che non hanno familiarità con la lingua di Hugo, Voltaire, Montesquieu, ….. 
 
… È difficile spiegare questi fenomeni senza ammettere che essi sono l’effetto di una 
sostanza reale e materiale, di un fluido molto sottile che si insinua tra le molecole di tutti i 
corpi. 
… La sensazione che noi chiamiamo calore, è l’effetto dell’accumulazione di questa sostanza, 
…. Noi abbiamo di conseguenza chiamato la causa del calore, il fluido eminentemente 
elastico che lo produce, con il nome di calorico. 
… Non ho potuto formare la tavola delle combinazioni della luce e del calorico con le 
sostanze semplici o composte, perché non abbiamo ancore le idee sufficientemente chiare su 
questi tipi di combinazioni. Sappiamo in generale che tutti i corpi della natura sono immersi 
nel calorico che … penetra da tutte le parti, riempie tutti gli intervalli tra le molecole; che in 
certi casi il calorico si fissa nei corpi,    ma che più spesso esso incarta le molecole, esercita su 
di esse una forza repulsiva, e che dalla sua azione o dalla sua accumulazione più o meno 
grande dipende il passaggio dei corpi dallo stato solido allo stato liquido, dallo stato liquido 
allo stato aeriforme. 
Per quanto riguarda la luce, le sue combinazioni e la sua maniera d’agire sono ancora meno 
conosciute. Sembra solamente che essa abbia un grande affinità per l’ossigeno ….. 
Le esperienza che sono state fatte sulla vegetazione fanno credere che la luce si combini con 
alcune parti delle piante, e che a questa combinazione è dovuto il colore verde delle foglie e i 
diversi colori dei fiori. .. Le piante che crescono nell’oscurità languiscono, sono 
assolutamente bianche, sono in uno stato di languore e sofferenza, e hanno bisogno per 
riprendere il loro vigore naturale e per colorarsi, dell’influenza immediata della luce. 
Si osserva qualcosa di simile sugli stessi animali, gli uomini, le donne, i fanciulli, 
impallidiscono  nel lavoro sedentario delle manifatture, negli appartamenti chiusi, nelle strette 
vie delle città. Al contrario si sviluppano e acquistano più forza e più vitalità nelle 
occupazioni campestri e nei lavori all’aria aperta. 
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Siméon-Denis Poisson, Théorie mathématique de la chaleur, Paris, Bachelier, 1835. 
 
L'hypothèse qui fait dépendre les 
phénomènes de la chaleur, des 
ondulations d'un fluide stagnant, 
n'a conduit, jusqu'à présent, à 
aucun résultat précis et conforme à 
l'expérience; c'est pourquoi 
j'adopterai dans cet ouvrage la 
théorie beaucoup plus féconde, qui 
attribue ces phénomènes à une 
matière impondérable , contenue 
dans les parties de tous les corps 
aussi petites que l'on voudra , et 
pouvant s'en détacher et passer 
d'une partie à une autre, ce qui fait 
varier avec le temps la quantité de 
cette substance renfermée dans 
chaque partie. Cette matière 
s'appelle calorique; on la nomme 
aussi matière de chaleur, ou 
simplement chaleur. 
Je prenderai pour unité de 
chaleur la quantité de cette 
substance impondérable, nécessaire 
pour reduire en eau à la 
temperature zéro un gramme de 
glace à la meme température. 
 
 




Per qui pochi …. 
 
… L’ipotesi che fa dipendere i fenomeni del calore dalle ondulazioni … non ha portato finora 
ad alcun risultato preciso e conforme all’esperienza, quindi io adopererò la teoria molto più 
feconda che attribuisce questi fenomeni a una materia imponderabile, contenuta nelle parti di 
tutti i corpi, così piccola …… e può passare da una parte a un’altra, cosa che fa cambiare con 
la temperatura la quantità di detta sostanza contenuta in quella parte del corpo. Questa materia 
si chiama calorico, qualcuno la chiama anche materia del calore, o semplicemente calore. ….. 
Prenderò come unità di calore la quantità di detta sostanza imponderabile necessaria a 
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Jean Baptiste Joseph Fourier, Théorie Analytique de la chaleur, Paris, Chez Firmin Didot, 1822. 
 
On ne porrai former que des 
hypothèses incertaines sur la 
nature de la chaleur, mais la 
connaisance des lois 
mathématiques auxelles ses 
effets sont assujétis est 
indépendente de toute 
hypothèses ;  
La chaleur est le principe du 
toute élasticité ; c’est sa force 
eépulsive qui conserve la figure 
des masses solides, e les volumes 
des liquides. Dans les 
substances solides, les 
molécules voicines céderaient 
à leur attraction mutuelle, si 
son effet n’était pas déstruit 
par la chaleur qui les sépare. 
… Le flux serait exprimé par –
Kdv/dz, il serait –Kdv/dy, dans le sens des y, et –Kdv/dx, dans celui 
des x  
… La recherche de lois du mouvement de la chaleur, dans les 
solides consiste maintenent à intégrer les equations que nous 
avons reportéès, … 
.. Les éléments spécifiques qui déterminent dans chaque corps les 
effets measurables de la chaleur, sont au nombre de trois, savoir : 
la conducibilité propre, la conducibilité ralative à l’air 
atmospherique, et la capacité de chaleur. 
 






Per qui pochi ….(traduzione sintetica) 
Ci sono ipotesi incerte sulla natura del calore, ma le leggi matematiche che descrivono i suoi effetti 
sono indipendenti da tutte le ipotesi…. 
… È alla forza repulsiva del calore che si deve la forma dei solidi, senza di essa le molecole vicine 
cederebbero alla loro mutua attrazione se l’effetto non fosse compensato dal calore che le separa 
… Il flusso sarà -KdT/dy nella direzione y, -KdT/dx nella direzione x (oggi scriviamo q k T   ). 
… La ricerca del movimento del calore nei solidi consiste nell’integrare le equazioni che abbiamo 
riportato (sono le equazioni di “bilancio del calorico” che oggi chiamiamo bilancio di energia). Gli 
elementi che determinano all’interno di ciascun corpo gli effetti misurabili del calore (leggi la 
distribuzione di temperatura) sono tre: la conducibilità propria, il calore specifico, e la conducibilità 
verso l’esterno (oggi la chiamiamo coefficiente di convezione, che determina le condizioni al contorno 
per l’integrazione delle equazioni della conduzione all’interno del corpo). 
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Sadi Carnot, Réflexions sur la puissance Motrice du Feu, Paris, Chez bachelier, 1824 
 
… on peut comparer … la puissance motrice de la chaleur à 
celle d’une chute d’eau: touts deux ont un maximum que l’on ne 
peut dépasser, quelle que soint d’une part la machine employéè à 
recevoir l’actionde l’eau, 
et quelle que sont de 
l’autre la substance 
employée à recevoir 
l’action de la chaleur 
La puissance motrice 
d’un chute d’eau dépend 
de sa hauter et de la 
quantité du liquide; la 
puissance motrice de la 
chaleur depend aussi de 
la quantitéde calorique 
employé, et de ce qu’on 
pourrait nommer, de ce 
que nous appellerons en 
effet, la hauter de sa 
chute, c'est-à-dire de la 
différence de température 
des corps entre lesquells se 
fait l’échange du 
calorique.  
Si può liberamente scaricare il volume da: 
 
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k29063f.image.f7       
 
Per qui pochi …. 
 
… possiamo confrontare la potenza motrice del calore con quella di una cascata d’acqua - 
entrambe hanno un massimo che non si può superare qualunque sia, da un lato, la macchina 
usata a ricevere l’azione dell’acqua, dall’altro il tipo di sostanza usata per ricevere l’azione del 
calore. 
La potenza motrice di una cascata dipende dalla sua altezza e dalla quantità di liquido. La 
potenza motrice del calore dipende dalla quantità di calorico usato, e da ciò che potrebbe 
essere chiamato, e così lo chiamiamo, l’altezza della sua caduta, vale a dire la differenza di 










            Siméon Denis Poisson (1781-1840) 
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C’era una volta il calorico (e forse c’è ancora). 
Con altezzosa sicurezza siamo abituati ad attribuire all’ingenuità degli “antichi” le teorie 
superate dallo sviluppo scientifico. In realtà fra le citazioni precedenti riconosciamo 
personaggi che, a ragione, consideriamo fra i fondatori della scienza moderna. 
La consacrazione della teoria del calorico è dovuta a Lavoisier, che nel suo famoso trattato 
(che rappresenta l’atto di fondazione della chimica moderna) pone il calorico e la luce fra le 
“sostanze elementari”; essa fu (quasi) universalmente accettata fino a metà dell’800, 
naturalmente anche per il calorico si riteneva valida la legge di conservazione. 
La trattazioni dello scambio termico e gran parte della termodinamica sono state sviluppate 
nell’ambito della teoria del calorico e rimangono valide, nonostante noi si abbia una diversa 
concezione del calore. Le macchine termiche di Carnot funzionavano davvero, così come 
continua a funziona il suo famoso teorema, nonostante egli ritenesse che il fluido calorico 
“cade” dalla sorgente calda alla sorgente fredda così come una massa d’acqua cade in una 
cascata facendo girare una ruota. 
Oggi sappiamo che non esiste una sostanza materiale che si possa chiamare calorico, e 
neppure calore. Il calore è semplicemente un modo di scambiare energia, come del resto il 
lavoro. Ciononostante il nostro modo di esprimersi (e di pensare) conserva il retaggio delle 
antiche convinzioni.  
Sappiamo che è improprio fare un “bilancio di calore”, dato che il calore non è un’entità 
che si conserva, tuttavia parliamo senza pudore di “bilancio termico” che in fondo vuol dire la 
stessa cosa. [ovviamente l’espressione corretta è “bilancio di energia”]. 
Se riscaldiamo un corpo mantenendo costante la pressione ed escludendo trasformazioni di 
fase, possiamo ben scrivere (primo principio della termodinamica): 
P
dU dV dH dTQ p mC
dt dt dt dt
         (1) 
Essendo Q  la potenza termica (W) fornita al sistema, U l’energia interna ed H l’entalpia e 
ˆ
PC dH dT  il calore specifico. Alla fine del riscaldamento abbiamo fornito al corpo una 
quantità di calore 
0
t





Q m C dT   
La stessa quantità di calore dobbiamo sottrarre se vogliamo riportare la temperatura da T2 a 
T1. I nostri antenati avrebbero detto che durante il riscaldamento il corpo ha accumulato una 
quantità di calorico Q, che può essere restituita durante il raffreddamento; dov’è l’errore? 
La cosa continua a funzionare se la somministrazione di calore comporta un cambiamento 
di fase, in questo caso vale la prima parte dell’Eq. (1) Q dH dt   , i nostri antenati 
avrebbero detto che quando il ghiaccio fonde diventando acqua, accumula “calorico latente”, 
non rilevabile dal termometro. 
In sostanza se ci limitiamo a considerare fenomeni puramente termici, nei quali cioè si 
escludono trasformazioni del calore in altre forme di energia e viceversa, possiamo pensare 
impunemente al calore come a un’entità che si scambia, si muove, si conserva. 
Consideriamo un corpo nel quale in un certo istante vi siano temperature diverse nei vari 
punti. L’esperienza insegna che il sistema evolve verso una situazione di temperatura 
uniforme. Dovremmo dire che nello stato iniziale le molecole hanno energia cinetica diversa e 
che, urtandosi, le molecole più veloci accelerano quelle più lente e viceversa, fin che tutte 
hanno mediamente la stessa energia cinetica. Non facciamo prima a dire (come in effetti 
diciamo) che il calore fluisce dai punti a temperatura più alta ai punti a temperatura più bassa? 
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Sotto sotto non ci sembra forse di vedere qualcosa, una specie di “fluido molto sottile che si 
insinua fra le molecole” e che diffonde dalle zone a maggior concentrazione alle zone a minor 
concentrazione? 
 
Unità di misura del calore. 
Nell’impossibilità di rilevare il calorico con una bilancia si convenne di quantificare il 
calore dal suo principale effetto, la variazione di temperatura, definendo la caloria (cal) come 
la quantità di calore necessaria ad innalzare di 1°C la temperatura di 1 g di acqua, 
precisamente da 14.5 a 15.5°C; più comunemente usata la Chilocaloria (kcal) ovviamente pari 
a 1000 cal. La caloria veniva anche detta “piccola caloria” o “grammo caloria”, mentre la 
kcal veniva anche detta “grande caloria” usando rispettivamente i simboli “cal” e “Cal”, 
espressioni e simboli da evitare con cura. 
Naturalmente gli Anglosassoni, misurando la massa in libbre e la temperatura in gradi 
Fahrenheit, introdussero la British Termal Unit (Btu), definita come la quantità di calore 
necessaria ad innalzare di 1°F la temperatura di una libbra di acqua.  
Ovviamente, essendo il calore null’altro che energia, la corretta unità di misura è il Joule, 
tuttavia capita spesso di imbattersi nelle antiche unità, ancorché non più ammesse, vale quindi 
la pena di ricordare i fattori di conversione. 
1 cal = 4.186 J 
1 BTU = 252 cal =1055 J 
 
Per le conversioni di unità di misura si può far riferimento al Perry o altri manuali, esistono 
vari convertitori on line, ad esempio: 
http://joshmadison.com/article/convert-for-windows 
 
Scale di temperatura. 
 5 32
9
C F      9 32
5
F C     
L’acqua congela a 32°F e bolle a 212°F;  18 0C F    (la temperatura dei congelatori), 
121 250C F   (la temperatura standard per la sterilizzazione), -40°C = -40°F. 
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Esercizi e Facezie. 
1. Enrico il sapientino si reca in America con una borsa di studio. Un giorno decide di 
andare a trovare un amico a qualche chilometro di distanza. Enrico abita in un 
appartamento ben climatizzato, guardando dalla finestra il cielo sembra limpido con 
qualche nuvola bianca, legge un termometro posto nella stanza ma che segnala la 
temperatura esterna, essa è 35 gradi. Enrico quindi indossa una canottiera di cotone 
rossa con la scritta “University of Minnesota”, un pantalone corto ed esce in bicicletta. 
Non giunge però dall’amico, in quanto viene ricoverato in ospedale 
- per un collasso dovuto a un colpo di calore e allo sforzo di pedalare ? 
- Per assideramento con complicazioni respiratorie ? 
- Al reparto deliri e disturbi psichici ? 
2. Enrico si è finalmente ristabilito ed è stato dimesso dall’ospedale. Decide di 
festeggiare invitando gli amici a cena. Per l’occasione prepara una torta tradizionale 
del suo paese seguendo la ricetta della mamma, che dice: “impastare ….., portare il 
forno a 250° e cuocere per 30 minuti”. Gli amici trovano la torta: 
- deliziosa ? 
- orrenda perché sa di crudo ? 
- immangiabile perché carbonizzata ? 
3. Passano i mesi ed arriva l’estate, Enrico sta preparando l’esame di Termodinamica, ma 
l’impianto di climatizzazione non funziona e fa troppo caldo. Dato che le spese di 
energia elettrica sono comprese nell’affitto, Enrico decide di rinfrescare la stanza 
tenendo aperto lo sportello del frigorifero.  
- è un’ottima idea (anche se un po’ costosa per il padrone di casa) ? 
- è una pessima idea, infatti per l’esercizio continuo il frigorifero finirà per 
guastarsi (e le rotture per uso improprio sono a suo carico) ? 
- Enrico verrà sicuramente bocciato ? 
4. Un Cavallo Vapore (in inglese HP) è: 
- un filetto equino cotto a vapore 
- un cavallo che corre veloce come un treno 
- un cavallo che ha raggiunto il Grande Spirito, disperdendosi nel vento come 
vapore. 
- Altro. 
5. Il chilogrammetro: 
- È il peso in kg del metro campione conservato al museo dei pesi e misure di 
Sèvres. 
- È un arcaismo per “bilancia”, letteralmente “misuratore di chilogrammi”.  
-  È il lavoro che si fa alzando 1 kg all’altezza di 1 m. 
6. A parità di costo compreresti: 1 kilowattora, 1 kJoule (domani) o 1 k. di elettronvolt 
(la settimana prossima) ?  
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2. 
 
MODALITÀ DI TRASPORTO DEL CALORE. 
 
Il termine verso cui un corpo si 
muove per natura è il luogo in 
cui trova quiete per natura 
Aristotele,    De anima 
 
 
1. I tre meccanismi. 
La Fig. 1 illustra i tre meccanismi fondamentali di trasporto del calore. La 
Fig. 1.a (conduzione) rappresenta uno strato di materiale sulle cui superfici vi 
sono due valori diversi di temperatura, T1 e T2. Lo strato può rappresentare un 















Nella conduzione viene trasferita energia attraverso la materia, senza 
movimento macroscopico di quest'ultima. La conduzione si ha in pratica solo 
nei corpi solidi, è difficile infatti che nei fluidi il trasporto di calore non sia 
accompagnato da movimento, spesso causato dal calore stesso, o per meglio 
dire, dalle differenze di temperatura. 
q 
c) Irraggiamento 
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La Fig. 1.b (convezione) rappresenta una parete solida in contatto con un 
fluido in moto. Si può trattare della parete di un recipiente contenente un liquido 
agitato da un agitatore, come la figura suggerisce, ma anche una corrente di aria 
mossa da un ventilatore, o semplicemente il vento, o un fluido che si muove 
dentro un tubo, o che investe il tubo all’esterno e tante altre situazioni. Più che 
un meccanismo a sé stante, il trasporto di calore in un fluido in moto coinvolge 
due fenomeni: ogni elemento di fluido scambia calore con gli elementi adiacenti, 
ma nel contempo si sposta portando la propria energia (il calorico ??) in un altro 
posto. Lo studio della convezione comporta in effetti lo studio della conduzione 
e della fluidodinamica. 
Nell’irraggiamento (Fig. 1.c) infine, lo scambio di energia avviene fra due 
corpi a diversa temperatura senza continuità materiale fra i due; la distanza può 
essere anche grande, lo spazio frapposto può essere vuoto. Si tratta di energia 
trasportata da onde elettromagnetiche. 
 
2. Conduzione. 
Facciamo riferimento alla Fig. 1.a e assumiamo che la larghezza e l’altezza 
siano molto maggiori dello spessore L. [Questa assunzione serve solo a rendere il 
problema monodimensionale, infatti, eccetto una trascurabile zona periferica della lastra, ogni 
punto si può considerare di simmetria, e il flusso di calore non può che essere in direzione x]. 
La legge di Fourier afferma che, considerando una superficie ideale parallela 
alle facce dello strato, attraverso di essa si ha un flusso di calore: 
dTq k
dx
        (1) 
Il segno meno indica che il flusso di calore è diretto verso temperatura 
decrescenti. La costante di proporzionalità k dipende dal materiale di cui è 
costituta la lastra e viene detta conducibilità termica. 
Il flusso di calore si esprime in W/m2, e quindi la conducibilità k in Wm-1K-1. 
Nelle vecchie unità q si esprime in kcal/(m2 h) e k in cal/(m s). 
Nel caso generale di un corpo di forma qualunque con temperatura non 
uniforme, in ogni punto si ha un flusso di calore: 
q k T          (2) 
che costituisce la forma generale della legge di Fourier per la conduzione.  




     y
Tq k
y
     z
Tq k
z
      (3) 
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In parole essa afferma che in un corpo sede di un campo di temperatura 
T(x,y,z,t) in ogni punto si ha un flusso di calore proporzionale al gradiente di 
temperatura e diretto verso le temperature decrescenti.  
 
Nota. È evidente la stretta analogia fra la legge di Fourier e la legge di Fick, relativa alla diffusione di 
materia, che per lo strato piano è:   
dCJ D
dx
   
Basta fare le sostituzioni J → q,  C → T,  D → k;  ma è proprio così? 




   
 è proporzionale al gradiente di 




   
.  




     è proporzionale al gradiente di temperatura (K). La 
temperatura non è mica la “concentrazione del calore”!! (che è in un certo senso la specie che 
diffonde), mica si misura in J/m3!! 
Le due leggi si assomigliano, ma non sono uguali. Per renderle più simili facciamo così: detto  e CP 
la densità e il calore specifico del materiale in cui avviene la conduzione, la legge di Fourier si può 
scrivere: 
   P P
P
d C T d C Tkq
C dx dx





    
Nota che la quantità  PC T  si misura in J/m3 (vien voglia di chiamarla “concentrazione del 
calorico”, ma è meglio evitare), e  in m2/s, esattamente come il coefficiente di diffusione. 
Quindi l’analogia fra le due leggi è perfetta se si operano le sostituzioni: 
J  →  q,   
C  →  CPT 
D  →   
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2.1. Conduzione stazionaria e non stazionaria. 
Si immagini lo strato di Fig. 1.a inizialmente a temperatura T2 posto a 
contatto (al tempo 0) con le due sorgenti le cui temperature T1 e T2 sono 
mantenute rigorosamente costanti, per fissare le idee supponiamo T1 = 100°C, 
T2 = 0°C. 
Se idealmente ponessimo vari termometri a diversa profondità nella lastra, 
potremmo osservare che in ogni punto la temperatura aumenta nel tempo fino a 










Nota: in Fig. 2 è stata disegnata una barra anziché uno strato infinito, in effetti il problema sarebbe lo 
stesso se le facce laterali fossero perfettamente adiabatiche, cosa difficile da realizzare in pratica. 
 
Mantenendo per un tempo sufficientemente lungo le temperature T1 e T2 fisse, 
si stabilisce quindi lungo la lastra un profilo di temperatura che non cambia più 
nel tempo (profilo stazionario). In condizioni stazionarie il flusso di calore deve 
essere necessariamente uniforme, 0dq
dx
    ; considerando infatti lo strato di 
spessore dx in Fig. 3, se il flusso 
entrante, qx, non fosse uguale al 
flusso uscente, qx+dx, la temperatura 
del materiale contenuto fra le due 
sezioni di ascissa x e x+dx varierebbe 
nel tempo. Dall’uguaglianza qx, = 






  , cioè il gradiente di 
temperatura è costante, e in ogni 
punto è 1 2
T TdT
dx L





Fig. 2. Lastra con 
temperature assegnate alle 
estremità e andamento nel 











Fig. 3. Conduzione stazionaria in una 
lastra piana con temperature di 
parete assegnate. 
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In condizioni stazionarie il flusso di calore attraverso la lastra è dunque: 
1 2T Tq k
L
       (4) 
Seguiamo ora il fenomeno prima che si raggiunga lo stato stazionario. 
Consideriamo la situazione in cui, al tempo t = 0, la temperatura è uniforme e 
uguale a T2; al tempo t = 0 la superficie x = 0 viene portata alla temperatura T1 e 








È evidente che negli istanti iniziali la temperatura è variata in modo 
apprezzabile solo in un sottile strato adiacente alla sorgente calda (prima curva 
in basso in Fig. 4), quindi il riscaldamento interessa progressivamente tutta la 
lastra.  
Il profilo di temperatura si evolve quindi nel tempo come indicato in Fig. 4. 
La linea tratteggiata rappresenta il profilo di temperatura in condizioni 
stazionarie, cioè i valori degli asintoti in Fig. 2. 
Matematicamente possiamo dire che lungo lo strato la temperatura è funzione 
dello spazio e del tempo, T(x,t), e che per t →∞ si ha il profilo stazionario T∞(x), 
che (in questo caso) è lineare. 
NOTA: condizioni stazionarie possono essere ottenute mantenendo le due facce alle 
temperature T1 e T2 per un tempo “sufficientemente” lungo (teoricamente infinito). 
Operativamente diremo che il fenomeno è stazionario quando un termometro posto in un 
punto intermedio dello strato segna una temperatura costante nel tempo. [I più arguti potranno 
obiettare che la definizione è ambigua, infatti dipende dalla sensibilità del termometro; ed 
hanno perfettamente ragione]. 
Per determinare la funzione T(x,t) dobbiamo procedere in modo analogo a 
quanto fatto pocanzi per lo stato stazionario, ma in questo caso qx > qx+dx, 
infatti la temperatura sta aumentando. La differenza fra i due flussi va ad 
aumentare l’energia [di qui in avanti proponiamoci di non parlare più di calorico] del 
materiale compreso fra le sezioni di ascissa x e x+dx. 
Fig. 4. Profili di temperatura lungo 
lo strato a tempi crescenti a 
partire da temperatura 
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Considerato un elemento di area unitaria e spessore dx, il bilancio di energia 











Essendo:  (kg/m3) la densità del materiale e cp (J/kg K) il suo calore 




           (5) 
ed esprimendo il flusso di calore con la legge di Fourier: ( Tq k
x





         (6) 




       (7) 
La (6) è un’equazione alle derivate parziali che può essere integrata con le 
condizioni: 
t = 0 T(x) = T0        
     x = 0       T = T1       (8) 
x = L T = T2        
ottenendo la funzione T(x,t) rappresentata qualitativamente in Fig. 4. 
NOTA:  
La discussione qui condotta è perfettamente analoga a quella condotta sul tubo di Fick, l’Eq. (6) è 
la stessa vista per la diffusione di materia. Osserviamo solo che, come previsto su base intuitiva, la 
distribuzione di temperatura T(x,t) per t → ∞ deve tendere ad un profilo stazionario T∞(x), nel quale 










Fig. 5. Conduzione non stazionaria in 
una lastra piana con temperature 
di parete assegnate. 
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2
1 2
2 0 cos .
T Td T dT t
dx dx L
           
Il flusso di calore in condizioni stazionarie è pertanto:  1 2kq T TL  , come già visto. 
Come visto per la diffusione di materia, l’equazione di bilancio (6) può essere 
generalizzata ad una geometria qualunque:  
Si consideri un sistema omogeneo con conducibilità k e distribuzione iniziale 
di temperatura T0(x,y,z), racchiuso da una superficie S in cui sia assegnata la 
temperatura (non necessariamente uniforme). Il bilancio di energia per un 
elemento infinitesimo dxdydz, tenendo conto della legge di Fourier (1) è: 
2 2 2
2 2 2
T T T T
t x y z
              (9) 
che, una volta integrata con le condizioni 
iniziale e al contorno fornisce la T(x,y,z,t). 
Con notazione compatta si è soliti indicare 
l’equazioni (9) con: 
2T T
t
      (10) 
convenendo che l’operatore "nabla quadro" abbia l’espressione indicata. È 
possibile scrivere la (10) usando coordinate cilindriche o sferiche, quando il 
particolare problema le renda convenienti (vedi Cap. 5). 
In conclusione, data una regione di spazio , delimitata da una superficie S la 
(10) consente di calcolare T(,t) una volta assegnata la condizione iniziale 
C0(,0), e le condizioni su S. Queste ultime (condizioni al contorno) possono 
essere: assegnata temperatura su S, assegnato flusso o di altro tipo. 
La soluzione del problema richiede soltanto la conoscenza della diffusività 
termica , cioè in definitiva, della conducibilità e del calore specifico (confronta 
quanto scritto da Fourier). 
La distribuzione di temperatura T∞(x,y,z) in condizioni stazionarie è fornita 
dalla soluzione dell’equazione: 
2 0T        (11) 
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Dati di Conducibilità 
La conducibilità è una caratteristica del materiale, dati di conducibilità sono 
reperibili su vari manuali e anche i rete (vedi ad esempio. 









Diamante 2300 3500 0.51  
Argento 430  10500 0.235  
Rame 400 8933 0.385  
Oro 310 19300 0.129  
Alluminio 240 2702 0.903  
Acciaio al C 60 7844 0.434  
Acciaio AISI 304 15 7900 0.477  
     
Calcestruzzo 1.7    
Laterizi 0.8   dipende 
Vetro 1 – 1.5 2500 0.75  
Giaccio 2. 920 0.204 0°C 
Polipropilene 0.1 – 0.2    
PVC 0.19    
Polistirolo espanso 0.03    
Lana di vetro 0.04 – 0.05    
     
Acqua 0.6 997 4.181 300 K 
Glicole etilenico 0.257 1117 2.4 20°C 
Benzina 0.15    
Acetone 0.16    
     
Aria 0.0246  1.05 T e P ambiente
Vapor d’acqua 0.02  1.9 120°C. 
Idrogeno 0.168  14.3  
Elio 0.142    
Argon 0.016    
 
Tab.1. Conducibilità termica di alcuni materiali alla temperatura ambiente. 
NOTA: Non fidatevi dei miei numeri, verificate alla fonte. 
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In tabella se ne fornisce un estratto al solo scopo di farsi un’idea degli ordini 
di grandezza e avere qualche dato per fare esercizi. Allo stesso scopo si 
riportano anche dati di densità e calore specifico ove reperiti. Si tenga presente 
che la conducibilità (come le altre proprietà) dipende dalla temperatura, i dati in 
tabella si riferiscono alla temperatura ambiente. 
Il primo gruppo riporta i buoni conduttori, questi sono essenzialmente metalli 
(a parte il diamante), fra essi il migliore è il rame (si esclude di usare l’argento per 
fare pentole o scambiatori di calore), buono l’alluminio, non altrettanto l’acciaio, 
specie l’inossidabile, ciononostante viene largamente usato in pratica.  
Si tenga presente che la conducibilità delle leghe metalliche (o comunque 
metalli non puri) è inferiore a quella dei singoli componenti; ad esempio 
l’acciaio inossidabile (contenente Cr e Ni) ha conducibilità molto inferiore al 
ferro (83) e l’ottone (Cu 70% e Zn 30%) ha conducibilità 109 Wm-1K-1, contro 
400 del rame e 116 dello zinco. 
Il secondo gruppo riporta materiali solidi diversi, con conducibilità molto 
inferiori ai metalli. I polimeri hanno in generale conducibilità basse, si richiama 
l’attenzione su PS espanso, lana di vetro e simili, usati come materiali isolanti. Il 
basso valore di conducibilità è dovuto alla struttura non compatta di tali 
materiali, che contengono micro vuoti; si noti che la conducibilità dell’aria è 
inferiore alla conducibilità dei comuni isolanti. 
Fra i liquidi, l’acqua ha conducibilità superiore alle sostanze organiche.  
I gas, compreso il vapor d’acqua, hanno conducibilità più basse, secondo la 
teoria cinetica dei gas, la conducibilità è inversamente proporzionale alla radice 
della massa molare, quindi l’idrogeno e l’elio presentano valori relativamente 
elevati di conducibilità. 
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3. Convezione. 
Nella convezione si ha scambio termico fra una parete solida e un fluido in 
moto. Vi è un flusso di calore in virtù del fatto che c’è una differenza di 
temperatura, siamo quindi portati a pensare che le due quantità siano 
proporzionali, cioè a scrivere (con riferimento alla Fig. 1.b): 
 1 2q h T T        (12) 
In cui T1 è la temperatura della parete e T2 la temperatura “del fluido”. Questa 
è in effetti l’espressione che si usa per descrivere la convezione, anche se non è 
sempre vero che q e T sono direttamente proporzionali; h si chiama 
coefficiente di convezione.  
La definizione così posta si presta ad un equivoco: sembrerebbe ipotizzare 
che sulla superficie di contatto fra parete e fluido vi sia una discontinuità di 
temperatura, cosa non vera. D’altra parte se nel fluido c’è un flusso di calore, ci 
dovrà pur essere un gradiente di temperatura; che senso ha parlare di 
“temperatura del fluido” senza dire dove? Occorre evidentemente precisare 
meglio cosa si intenda per “temperatura del fluido”. 
Questo modo di esprimersi deriva dall’esperienza comune: se ci poniamo 
all’aperto, poco vestiti, in una giornata fredda; diciamo che avvertiamo freddo 
perché la temperatura dell’aria è -5°C, non ci viene in mente di dire che questa è 
la temperatura a 50 cm o a 1 m da noi, diciamo semplicemente “la temperatura 
dell’aria”. In effetti se spostiamo un termometro nei paraggi troviamo una 
temperatura uniforme; solo a distanze molto piccole (dell’ordine del mm) 
potremmo misurare temperature superiori. 
La realtà è che sulla superficie di contatto c’è 
continuità (il fluido ha la stessa temperatura T1 della 
parete) ma la temperatura varia in modo molto rapido 
nella direzione normale alla superficie e raggiunge un 
valore uniforme T2 ad una distanza  molto piccola dalla 
parete. La prima affermazione (continuità) è sempre vera, 
la seconda è perlomeno quanto la comune esperienza ci 
suggerisce nella maggior parte dei casi.  
T2 rappresenta la temperatura del fluido “abbastanza 
lontano” dalla parete. Più avanti saremo in grado di 
quantificare l’espressione “abbastanza”, per ora diciamo che T2 è la temperatura 
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La Fig. 6 rappresenta due situazioni tipiche di convezione. Nel primo caso si 
ha un fluido a temperatura T2 che investe un corpo la cui temperatura 
superficiale è T1, nel secondo caso un fluido si muove dentro un condotto la cui 








Nel primo caso (convezione esterna) ci aspettiamo che il moto del fluido e la 
sua temperatura vengano modificati dalla presenza dell’oggetto nelle immediate 
vicinanze, ma che ad una certa distanza da esso l’effetto sia irrilevante. 
Definiamo allora T2 come la temperatura del fluido a distanza tale da non 
risentire della presenza dall’oggetto. 
Lo strato di fluido intorno all’oggetto in cui la velocità del fluido è modificata 
dalla presenza dell’oggetto stesso si chiama strato limite idrodinamico, 
analogamente lo strato in cui la temperatura del fluido è modificata dalla 
presenza dell’oggetto si chiama strato limite termico. La temperatura T2 è la 
temperatura del fluido al di fuori dello strato limite. 
Per una definizione più univoca dovremmo dire: allontanandosi dall’oggetto in direzione 
normale alla superficie si rileva una temperatura che risente sempre meno dalla presenza 
dell’oggetto e quindi tende ad un valore uniforme. Definiamo operativamente spessore dello 
strato limite termico la distanza alla quale la temperatura differisce dal valore asintotico per 
meno del’1%. 
È allora evidente che lo studio della convezione non è altro che lo studio del 
trasporto di calore attraverso lo strato limite (al di fuori di esso la temperatura è 
uniforme). È altresì evidente che la velocità del trasporto, ovvero il coefficiente 
h, è fortemente influenzata dallo spessore dello strato limite. Limitandosi per ora 
a considerazioni qualitative, possiamo arguire che questo dipende dalla forma 
dell’oggetto, dalla velocità del fluido e da proprietà quali viscosità e densità, che 
determinano il tipo di moto, oltre che ovviamente dalla sua conducibilità e 
calore specifico.  
Nel secondo caso (convezione interna) è evidente che, in una certa sezione del 
condotto, la temperatura varia con la posizione radiale; la temperatura T2 da 
usare nella (12) è definita come la temperatura di miscela (bulk). Come 
l’espressione suggerisce, questa è la temperatura che si otterrebbe miscelando il 
fluido in una sezione, cioè il valore di temperatura, uniforme in ogni sezione, 
che corrisponde alla stessa entalpia trasportata dal fluido. 
   T1 
T2 T1 
T2 
Fig. 6. Convezione termica fra un fluido e un corpo investito da una 
corrente (a) e fra un fluido e la parete di un condotto (b). 
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La situazione di moto turbolento si presta ad una interpretazione che, se pur qualitativa, è 
di grande utilità per comprendere il fenomeno fisico in questione: nella zona centrale del 
condotto il trasporto di calore è essenzialmente dovuto al rimescolamento del fluido; nel 
sottile strato laminare adiacente alla parete il flusso di calore è dovuto unicamente alla 
conduzione fra gli strati di fluido che scorrono gli uni sugli altri. In altre parole, in virtù dei 
vortici, nella zona centrale del condotto la temperatura è essenzialmente uniforme e si può 
assumere che tutta la resistenza al trasporto sia localizzata nel film laminare di spessore . 
Adiacente alla parete. Secondo questa interpretazione (modello del film), il coefficiente di 
convezione è: 
kh         (13) 
Questa non è certo una formula per la previsione di h, dato che  è incognito, tuttavia si 
presta ad interpretazioni qualitativamente corrette. E’ evidente ad esempio che lo scambio 
termico fra fluido e parete dipende dallo spessore dello strato , che a sua volta dipende dalla 
velocità del fluido, oltre ovviamente dalla viscosità, dalla densità, dalla forma e dalle 
dimensioni del condotto. 
Una simile interpretazione non è evidentemente possibile in condizioni di moto laminare, 
si continua comunque a definire T2 come temperatura di miscela. 
Riassumendo: la convezione (scambio di calore fra una parete e un fluido in 
moto) si descrive con l’Eq. (12); essa non è una legge fisica, ma piuttosto una 
definizione del coefficiente di trasporto h, che, a differenza di k, non è una 
proprietà del materiale, ma dipende da come il fluido si muove.  
In ultimo rileviamo la differenza “matematica” fra il modo di descrivere la 
conduzione e la convezione. La conduzione è descritta dall’Eq. (2) che esprime 
il flusso in un punto; da essa è possibile calcolare la distribuzione di temperatura 
e del flusso in un sistema conoscendo semplicemente k (che dipende dal 
materiale), la geometria e le condizioni al contorno. Il procedimento può essere 
matematicamente complesso, ma non richiede altri dati, se non la conducibilità 
termica. 
Nella convezione viceversa si parte già con una forma integrata, l’Eq. (12). Il 
coefficiente di convezione h non dipende solamente dal materiale, ma dipende 
dalle particolari condizioni in cui il fluido si trova (geometria, velocità) e in 
definitiva deve essere misurato sperimentalmente. La matematica è 
generalmente più semplice, ma sono necessarie più informazioni. 
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Si è definita la convezione come trasporto di calore fra una parete e un fluido 
in moto, sottintendendo che il fluido si muove indipendentemente dallo scambio 
termico (ad esempio per effetto di una pompa). Si parla in tal caso di 
convezione forzata. Ci sono situazioni in cui il moto del fluido è provocato 
dallo scambio termico, o meglio dalla differenza di temperatura, si parla allora 
di convezione naturale.  
Si consideri ad esempio un 
fluido a contatto con una 
superficie verticale più calda 
(Fig. 7.a): il fluido vicino alla 
parete assume una temperatura 
superiore al fluido adiacente, e 
quindi una densità inferiore, 
tende quindi a risalire 
richiamando fluido freddo.  
È chiaro che il movimento del 
fluido favorisce lo scambio 
termico, d’altra parte il campo di 
velocità che si stabilisce vicino 
alla parete non è dato a priori 
(come nella convezione forzata), 
ma è una conseguenza della 
differenza di temperatura fra fluido e parete. Ne consegue che in regime di 
convezione naturale il coefficiente di convezione h dipende dalla differenza di 
temperatura. Questo fatto complica un po’ la trattazione.  
Infine lo scambio termico per convezione (naturale o forzata) può essere 
monofasico o con cambiamento di fase (evaporazione o condensazione). 












Fig. 7. Convezione naturale fra un fluido e 
una parete più calda (a) e fra un 
fluido e una parete più fredda (b). 
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Coefficienti di convezione 
La Tab. 2 riporta valori indicativi di coefficienti di convezione in alcune 
situazioni. Si ricordi che, contrariamente alla conducibilità, il coefficiente di 
convezione non è una proprietà dei materiali, ma dipende dalla geometria e dalle 
condizioni di moto. La tabella intende quindi solo indicare l’ordine di grandezza 
di tali coefficienti in alcune situazioni tipiche. 
 
 Coefficiente di 
convezione (h) 
Wm-2K-1 
Gas, convezione naturale 2 - 25 
Gas, convezione forzata 25 - 250 
Liquidi, convezione naturale 50 - 1000 
Liquidi, convezione forzata 1000 - 5000 
Acqua in ebollizione  
          A film 300 
          In una pentola 4000 
          Pool boiling (picco) 40.000 
          Flow-boiling (picco) 100.000 
Condensazione  
      Vapore su tubi orizzontali 15000 
     Benzene su tubi orizzontali 1700 
      a gocce (vapor d’acqua) 160000 
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3.  
 
TRASPORTO DI CALORE IN CONDIZIONI STAZIONARIE.  
 
 
La diffusione è diventata stazionaria 
quando non altera più la 
concentrazione nello spazio attraverso 
cui passa, o in altre parole , in ogni 
momento espelle da ogni unità di 
spazio tanto sale quanto ne entra nello 
stesso tempo. 




Un fenomeno di trasporto di calore si dice stazionario quando in ogni punto del 
sistema la temperatura è costante nel tempo. In modo equivalente si può dire che 
in condizioni stazionarie su ogni elemento di volume il flusso entrante è uguale al 
flusso uscente (vedi citazione di Fick in epigrafe). La seconda affermazione è utile 
alla soluzione dei problemi che seguono. 
 
1. Conduzione in lastre piane. 
 
1.a. Calcolare il flusso termico attraverso una lastra di acciaio inossidabile di 
spessore s = 1 cm se le due facce sono mantenute rispettivamente a T1 = 300°C 
e T2 = 100°C. 
Soluzione. 
Si suppone che due dimensioni prevalgano rispetto 
allo spessore, sì da poter ragionare come se la lastra 
fosse infinita. 
Assumendo come elemento di volume quello 
compreso fra due piani paralleli alle facce, deve essere 
q(x)= q(x+dx), cioè q(x) = cost.,  e per la legge di Fourier  
1 2cos T TdT t
dx s
    
Segue  
 1 2kq T Ts     (1) 
215 (300 100) 300 /
0.01
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1.b. Idem per lastra di rame. 
2400 (300 100) 8000 /
0.01
q kW m    
 
1.c. Idem per lastra composita: s1 = 2 mm di acciaio inox e s2 = 8 mm di rame 
 
In condizioni stazionarie i flussi di calore attraverso lo 
strato di acciaio e lo strato di rame devono essere 
uguali. 
Indicando con TX la temperatura, incognita, della 
























   
Sommando membro a membro:    1 2 1 2
1 2
s sq T T
k k
       
    21 2
1 2
1 2
1 1 300 100 13040.002 0.008
15 400
q T T kW ms s
k k
    

 
La temperatura della superficie di contatto è: 11
1
126X
sT T q C
k
     
Si noti che il salto termico complessivo di 200°C si ripartisce per 174°C attraverso lo 




La parete composita può essere vista come due resistenze in serie, che si 




   con:  ii i
sR
k
     (2) 
Il T si ripartisce fra gli strati in modo che   i iT R q   
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1.d. Una parete è costituta di un muro in mattoni di 20 cm con all’esterno un 
pannello isolante di 3 cm e all’interno un cartongesso di 3 cm che forma una 
camera d’aria di 2 cm; in figura sono riportate le conducibilità k in W/mK dei 
vari strati e gli spessori in cm. Calcolare la dispersione di calore se la parete 

















La resistenza complessiva è: 
20.03 0.02 0.2 0.03 1.4
0.2 0.025 0.8 0.15tot
m KR
W
      
 
e il flusso di calore: 
225 ( 5) 21.4 /
1.4
q W m    
 
col muro di soli mattoni si avrebbe 
225 ( 5) 120 /
0.2 0.8
q W m    
(isolare conviene). 
 
Calcolare le temperature intermedie e confrontare i salti termici.  
 
Nota: Si è assunto semplice conduzione attraverso la camera d’aria, non è da escludere un 





















3 3 20 2 
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2. Conduzione e convezione in lastre piane 
 
2.a. Calcolare il flusso termico fra due fluidi acquosi a T1 = 96°C e T2 = 70°C 
separati da una parete di spessore s = 3 mm. Effettuare il calcolo per parete di 
rame, acciaio al carbonio, inox, vetro, polipropilene, … I coefficienti di 
convezione dai due lati sono h1 = 2200 W/m2K,  h2 = 1700 W/m2.. Calcolare 
anche le temperature di parete e il peso delle varie resistenze. 
Soluzione.  
Indicando con T1,P e T2,P le temperature alle interfacce fluido-parete ed s lo 
spessore, si ha: 




   
 1, 2,P Pkq T Ts       ▬►  1, 2,P Psq T Tk    




   
    ________________________________ 
     1 2
1 2
1 1sq T T
h k h
        
 
Il termine fra parentesi quadre rappresenta la resistenza complessiva, 
comprensiva della conduzione attraverso la parete solida e della convezione ai 
due lati. Anziché parlare di resistenza globale (come in elettrotecnica) si 
preferisce usare il suo inverso, parlando di Coefficiente globale di trasporto 
di calore U, così definito: 
 1 2q U T T        (3) 
1 2
1 1 1s
U h k h
         (4) 
Se la parete è di rame si ha: 




    , questa è la 
resistenza globale. U = 952 W/m2K,   2952 96 70 24.75kW/mq     
Il contributo della parete alla resistenza globale è: RP=(s/k)/(1/U) = 0.71 %, trascurabile.  










    , la differenza di temperatura fra i 
due lati della parete è appena 0.19°C. Non avremmo fatto un grande errore trascurando 
completamente la resistenza della parete, avremmo ottenuto U = 959 W/m2K, 
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Rame 400 952 24.75 0.71 0.19 
Acciaio al C. 60 915 23.8 4.6 1.19 
Inox 15 804.6 20.9 16.1 4.18 
Vetro 1 247.3 6.43 74.2 19.29 
Polipropilene 0.15 47.15 1.23 95.04 24.71 
 
Conclusioni: In tutti i casi si hanno tre resistenze in serie che si sommano. Per 
pareti ad alta conducibilità (rame) è trascurabile la resistenza alla conduzione, per 
pareti a bassa conducibilità (polipropilene) è trascurabile la resistenza alla 
convezione. Per pareti in acciaio la resistenza alla conduzione è minore, ma non 
trascurabile. 
Identificare la resistenza prevalente è molto importante per scegliere l’azione efficace ad un 
certo scopo. Si voglia ad esempio aumentare il flusso termico prima calcolato: se la parete è di 
rame sarebbe del tutto inutile ridurne lo spessore (son s = 1.5 mm si avrebbe q = 24.84 kW/m2), 
molto più efficace cercare di aumentare i coefficienti di convezione h1 ed h2.  
Se invece la parete è di polipropilene riducendo lo spessore a s = 1.5 mm si avrebbe q = 
2.35 kW/m2, con un aumento del 90 %; servirebbe a poco aumentare i coefficienti di 
convezione: con h1 = h2 = ∞ il flusso diventerebbe 1.3 kW/m2, con un aumento di circa il 5%. 
Ovviamente la cosa migliore è usare un materiale con maggior conducibilità.  
 
2.b. Stessi dati di cui all’esercizio precedente, salvo il fatto che il fluido 2 è aria, 
per cui h2 = 150 W/m2K 














Rame 400 140.3 3647 93.5 0.1 0.03 
Acciaio al C. 60 139.4 3625 92.9 0.7 0.18 
Inox 15 136.6 3551 91.0 2.7 0.7 
Vetro 1 98.8 2569 65.9 29.6 7.7 
Polipropilene 0.15 36.9 958 24.6 73.7 19.1 
 
La resistenza prevalente è quella lato gas, eccetto il caso di parete in polipropilene, in cui 
continua a prevalere la resistenza della parete, che anche per il vetro è considerevole. 
 
Quesito. Si noterà che i flussi sono notevolmente più bassi rispetto all’esercizio precedente 
(scambio fra due liquidi). Inventare un sistema per rendere lo scambio più efficiente; 
lo scopo è quello di raffreddare un liquido (lato 1) con aria fresca (lato 2). 
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2.c. Ricalcolare la dispersione di calore nella parete di cui all’esercizio 1.d 
considerando che T1 = 25°C e T2 = -5°C sono le temperature dell’aria all’interno 
e all’esterno della stanza. I coefficienti di convezione sono rispettivamente h1 = 
10 W/m2K e h2 = 80 W/m2K. 
Soluzione:  






   la resistenza termica della 
parete composita (vedi 1.d):  1 1 1,Pq h T T   




   
 2 2, 2Pq h T T   




   










Pq R T Th h
        
 
Ovvero:     1 2q U T T   








   (5) 
 
Nel nostro caso 




    , questa è la resistenza globale. Si noti che essa 
non è molto diversa dalla resistenza della parete solida (1.4 m2K/W), in questo caso la 
resistenza alla conduzione è quella prevalente. Si ha poi: U = 0.667 W/m2K, q = 20 W/m2 , 
ovviamente non molto diverso dal valore calcolato in 1.d.  
 
Quesiti:  Calcolare la temperature di parete T1,P, T2,P .  
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3. Conduzione in pareti cilindriche. 
 
3.a. Calcolare il flusso termico attraverso una parete cilindrica omogenea le cui 












L’elemento di volume su cui fare il bilancio è quello comprese fra due cilindri 
coassiali a distanza dr. Considerata una lunghezza unitaria, deve 
essere: 2 'q r Q   cost. essendo 'Q  la potenza termica scambiata per unità di 
lunghezza. Per la legge di Fourier si ha dunque: 
2 ' cosdTk r Q t
dr


















    (6) 







T TQq k RR R
R

        (7) 
È più espressivo fare in mode che figuri esplicitamente lo spessore della 
parete, s = R2 – R1, moltiplicando e dividendo la precedente espressione per R2 – 






        (8) 








        (9) 
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Nota sulla media logaritmica 
Nello studio del trasporto di calore o di materia si incontrerà spesso la media logaritmica. 
Essa è così definita: dati due numeri X1 , X2: 





X X X XX XX X
X
     per X1 ≠ X2 
Xml = X1 = X2    per X1 = X2 











Per il teorema del valor medio di Couchy: se f(x) è una funzione continua e derivabile 
nell’intervallo X1, X2 esiste almeno un punto  compreso fra X1, X2  per cui  
     2 1
2 2
'
f X f X
f
X X
   ,  in particolare per  f(x) = ln(x),  si ha f’() = 1/,   quindi: 
2 1
2 2
ln ln1 X X
X X
   
La medi logaritmica Xml =  è quindi il punto in cui la tangente al lnx è parallela alla corda fra 
X1 e X2. Come mostrato in figura Xml è minore della media aritmetica XM = (X1+X2)/2, ma 
maggiore della media geometrica 1 2GX X X , quest’ultima è il punto in cui  
1 2ln lnln
2G
X XX   
L’utilità della media logaritmica nei problemi di trasporto consiste nel fatto che tutte le volte 
che (a seguito di un processo di integrazione) si ottiene un’espressione in cui figura ln(X2/X1), è 
possibile trasformarla in un’espressione che contiene la differenza (X2-X1), di significato più 
intuitivo.  
Ad esempio l’espressione (8) è del tutto equivalente alla (7), ma nella (8) figura 
esplicitamente lo spessore della parete s =R2 – R1 , il termine correttivo R1/Rml = d1/dml è per 
altro spesso prossimo a 1, sicché la (8) è simile all’espressione per una parete piana. 
X1 X2 XG Xml XM 
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3.b. Calcolare il flusso termico attraverso la parete di un reattore cilindrico in 
acciaio inossidabile di diametro interno 80 cm e spessore 1 cm se le superfici 






   






 = 220015 303.7 /40(0.01)
40.498
kW m  






 = 220015 296.3 /41(0.01)
40.498
kW m  
Ovviamente minore dato che la superficie è più grande, anche se la differenza è piccola 
(2.4%), dato che lo spessore è piccolo rispetto al diametro. 
La potenza termica trasmessa per unità di lunghezza è 'Q  q1A1 = q2A2 
 1 1' 2 (303.7)(2)( )(0.4) 763.3 /Q q R kW m     
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3.c. Un reattore cilindrico in acciaio inossidabile di diametro interno 1.5 m, di 
altezza 2 m e spessore e 6 mm è rivestito di uno spessore di 5 cm di lana di 
vetro. Due sonde collocate sulla superficie interna e su quella esterna 
segnano rispettivamente T1 = 120°C e T3 = 40°C. Calcolare il calore 
disperso attraverso l’area laterale e la temperatura della parete esterna del 
reattore. 
Soluzione. 
Si tratta di una parete multistrato, come in 1.c, salvo il fatto che la parete è cilindrica. 






















in cui km e ki sono le conducibilità del metallo e dell’isolante, sm ed si i rispettivi spessori. Da 
cui: 
 2 (1,2) 2 (2,3)2 1 3m ml i ml
m i
s R R s R R
q T T
k k
       
Il termine fra parentesi rappresenta la resistenza complessiva Rtot = Rm + Ri 
Usando i valori km = 15 W/mK, ki = 0.05 W/mK si ha: 
Rm = 0,00040159, Ri = 0,96832, Rtot = 0,9687, q2 = 82,58 W/m2, il calore disperse è   
Q  q2A2 = 784,53 W 
La temperatura della parete esterna del reattore T2 = T1 – q2Rm = 119,96°C 
Si noterà che T2 è praticamente uguale a T1, infatti la resistenza della parete metallica è del 
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4. Conduzione e convezione in pareti cilindriche. 
 
4.a. Determinare la potenza termica dissipata per unità di lunghezza da una 
tubazione di acciaio al carbonio di diametro interno 5 cm e spessore 3 mm in 
cui scorre vapor d’acqua a 155°C. La temperatura esterna è 10°C, si assuma 
un coefficiente di convezione interno h1 = 50 W/m2K ed esterno h2 = 16 
W/m2K. La pressione del vapore è 3.1 bar; verificare se si ha condensazione 
sulla parete. 
Soluzione. 
Indicando con A1 = 2R1 ed  A2 = 2R2  le aree interna ed esterna per unità di lunghezza e Q  il 
calore scambiato per unità di lunghezza, si ha: 









kQ A T T
s R R
   
 2 2 2 2pQ h A T T   
In cui Tp1 e Tp2 sono le temperature alla parete, interna ed esterna. Moltiplicando la prima per 
A2/A2, esplicitando i T e sommando …. 
 2 1 2Q UA T T         (11) 
essendo U il coefficiente globale di scambio termico: 




U h d d k d d h
        (12) 
Si è sostituito il rapporto fra i diametri al rapporto fra le aree o i raggi, trattandosi di grandezze 
direttamente proporzionali. 
1/U rappresenta la resistenza globale, i vari termini a secondo membro della (12) le singole 
resistenze. Calcoliamo separatamente i singoli termini della somma: 
  % 
R1 (interna) 0,0224 26,36 
parete 5,29 10-5 0,062 
R2 (esterna) 0,0625 73,57 
Rtot = 1/U 0,0849 100 
 
La resistenza termica della parete appare del tutto trascurabile e si poteva non tenerne conto. 
Si ha poi:  U = 11.77 W/m2K, e dalla (11) 300 /Q W m . 
Per vedere se si ha condensazione alla parete occorre calcolare la temperatura Tp1.  





h A      

 
Il vapor d’acqua a 3.1 bar ha una temperatura di saturazione di 135°C (vedi tabelle), quindi si 
ha condensazione sulla parete, ciò significa che il calcolo del flusso è sbagliato, in presenza di 
condensazione si ha infatti un coefficiente di convezione maggiore di quello ipotizzato. Se si 
vuole evitare la condensazione occorre alimentare vapore più surriscaldato, o meglio, 
coibentare la tubazione. 
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4.b. Il condotto di cui all’esercizio precedente viene coibentato con uno strato di 
lana di vetro dello spessore di 3 cm. Calcolare il calore disperso per metro 
lineare e verificare che non si abbia condensazione. Se del caso calcolare lo 
spessore minimo di isolante per non avere condensazione. 
Soluzione. 
Sulla base dei risultati precedenti si può tranquillamente trascurare la resistenza termica della 
parete metallica e usare la (12): 




U h d d k d d h
    
In cui però d2 = 5 + 0.6 + 6 = 11.6 cm è il diametro del tubo coibentato, k = 0.05 W/mK è la 
conducibilità della lana di vetro ed s lo spessore dell’isolante. 
I singoli termini della somma sono ora: 
 
  % 
R1 (interna) 0,0464 4,86 
isolante 0,845 88,58 
R2 (esterna) 0,062 6,55 
Rtot = 1/U 0,9536 100 
 






h A      

 
Essendo Tp1 maggiore della temperatura di saturazione (135°C), non si ha condensazione 
sulla parete, lo spessore dell’isolante è sufficiente. 
Nota. Nella soluzione di questi due esercizi si è scelto di riferire il flusso di calore  all’area 
esterna, nulla vieta ovviamente di riferirsi all’area interna. 
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L’elemento di volume su cui fare il bilancio è quello comprese fra due sfere 
concentriche a distanza dr, deve essere: 24q r Q   cost. essendo Q  la potenza 
termica scambiata. Per la legge di Fourier si ha dunque: 
24 dTQ r k
dr





drQ k T T
r
   
 1 2
1 2
1 1 4Q k T T
R R
     
        
 1 2 1 2
2 1
4 kR RQ T T
R R
 
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Esercizi proposti. 
1. Calcolare il calore disperso attraverso una finestra di 50 x 80 cm con doppi vetri di 
spessore 7 mm distanziati di 7 mm se la temperatura all’interno è 20°C e all’esterno -10°C 
assumendo hi = 10 W/m2K, ho = 80 W/m2K. Confrontare con la dispersione attraverso la 
stessa finestra con vetro singolo. 
[R. 31.3 W] 
 
2. In una tubazione di rame di diametro interno 200 mm e spessore 3 mm score acqua 
pressurizzata a 170°C. Il tubo si trova in aria a 20°C, il coefficiente di convezione 
(naturale) si può stimare in 5 W/(m2 K), il coefficiente di convezione acqua-parete 300 
W/(m2 K). 
Determinare la potenza termica dissipata per unità di lunghezza del tubo. 
[R.: 473 /W m ] 
 
3. Il tubo di cui all’esercizio precedente viene rivestito con uno strato di materiale isolante 
con k =0.3 W/(mK) di spessore 165 mm. Determinare la potenza termica dispersa e la 
temperatura sulla superficie esterna dell’isolante. 
[R.: 236 W/m,  48.2°C] 
 
4. Un bagno termostatico di laboratorio è costituito di una vasca contenente acqua, un 
agitatore, e un elemento riscaldante. Quest’ultimo è costituito di una barra cilindrica di 
diametro 2 cm e lunghezza 20 cm con all’interno una resistenza elettrica di 300 W. Il 
coefficiente di convezione fra l’acqua e la barra si può stimare 400 W/mK. 
a) calcolare la temperatura sulla superficie della barra quando la temperatura dell’acqua 
è 80°C. 
Dopo un certo periodo di esercizio, la barra è ricoperta di una incrostazione di calcare di 
spessore 0.5 mm con conducibilità termica k = 0.2 W/m2K. 
b) calcolare la temperatura sulla superficie esterna dello strato di calcare quando la 
temperatura dell’acqua è 80°C. 
c) idem sulla superficie fra la barra e il calcare. 
d) Uno studente distratto attacca la corrente scordandosi di mettere l’acqua nella vasca, 
assumendo un coefficiente di convenzione con l’aria h = 15 W/m2K, e la temperatura 
dell’aria 25°C, calcolare la temperatura della barra. 
 [R.: a) = 139.68°C,  b) = 136.84°C,  c) = 195.08°C,  d) = 1616°C] 
 
5. Un filo di rame di diametro1.6 mm, rivestito di una guaina di PVC dello spessore di 1 mm 
è sospeso in aria alla temperatura di 20°C.  
Assumendo un coefficiente di convezione h = 10 W/m2K, determinare la massima intensità 
di corrente per non superare 70°C. 
[la resistività del rame è  = 1.7 10-8 m, si ricorda che la resistenza elettrica di un conduttore 
di lunghezza L e sezione A è 
LR
A
  e che la potenza dissipata per effetto Joule è RI2 ] 
[R.: 24.9 A] 
 
6. Un conduttore in rame di diametro 1.6 mm, senza alcuna protezione, è sospeso in aria alla 
temperatura di 20°C. Con una certa intensità di corrente, esso disperde una potenza di 5.25 
W/m.  
Assumendo un coefficiente di convezione h = 10 W/m2K, determinare la sua temperatura. 
Ripetere il calcolo nell’ipotesi che il filo sia rivestito di una guaina di PVC di 1 mm di 
spessore. 
[R.: filo nudo T = 124.45°C, filo rivestito T = 70°C] 
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7. Non è strano che il filo rivestito con materiale isolante sia più freddo del filo nudo? 
Spiegarne la ragione. 
 
8. Si approssimi il corpo umano con un cilindro di 30 cm di diametro e 1.75 m di altezza con 
la superficie a 30°C. Si considerino ora: - un uomo nudo, - un uomo vestito di una tuta di 
un materiale con conducibilità k = 0.15 W/mK e spessore 5 mm. Entrambi sono esposti 
all’aria a 0°C, il coefficiente di convezione è 10 W/m2K. Chi sente più freddo (cioè 
disperde più calore)? 
[R.: quello nudo] 
 
9. L’uomo di cui sopra indossa guanti dello stesso materiale e di spessore 2 mm. 
Considerando che il suo dito mignolo ha diametro circa 1 cm, non è meglio che se li tolga? 
[R.: Si] 
 
10. Spiegare i risultati contraddittori dei precedenti esercizi formalizzando una teoria generale. 
 
[R.: Rcr = k/h] 
 
 
Discussione degli esercizi 6 – 10 (spessore critico dell’isolante). 
(da leggere dopo averi risolti) 
 
Esercizio N. 6: 
Il filo nudo e il filo rivestito di PVC disperdono la stessa quantità di calore  ' 5.25 /Q W m . 
In entrambi i casi si può scrivere  1' ' aQ UA T T   con T1 = temperatura superficiale del filo di 





   
Ma con filo nudo: 210U h W m K  ,   3 3 21' 1.6 10 5.26 10 /A d m m       
→   T1 = 124.45°C 




U k d d h
   
2 3.6d mm ¸ 2 2.4663.6ln
1.6
mld mm   U2 = 9.285 W/m
2K 
però la superficie da considerare è   3 3 22 2' 3.6 10 11.3 10 /A d m m      → 
   T1 = 70°C 
 
Esercizio N. 7: 
È ben vero che U2 < h, ma prevale il fatto che A2 > A1, cioè aggiungendo l’isolante si riduce 
il coefficiente di scambio, ma si aumenta l’area, evidentemente in questo caso prevale il 
secondo effetto. 
 
Esercizio N. 8: 
nudo:           1 1 10 0.30 1.75 30 0 495aQ h d H T T W       
vestito:  30.5mld cm   U2 = 7.469 W/m2K 
   7.469 0.31 1.75 30 0 382Q W       
Quello vestito disperde circa il 20% in meno.  
Anche in questo caso l’isolante diminuisce il coefficiente di trasporto ed aumenta l’area di 
scambio, ma prevale il primo effetto. 
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Esercizio N. 9: 
Procedendo come sopra (non conoscendo la lunghezza del mignolo mi riferisco ad una 
lunghezza unitaria): 
senza guanti:  ' 9.425 /Q W m  
con i guanti:  1.19mld cm   U = 8.644 W/m2K  ' 11.4 /Q W m   
Il mignolo sente più freddo coi guanti! 
In questo caso prevale l’aumento di area sulla diminuzione del coefficiente di scambio. 
 
Esercizio N. 10: 
L’unica differenza negli esercizi precedenti sta nel diametro dell’oggetto: sembra che per 
oggetti di piccolo diametro (filo e mignolo) prevalga l’aumento di area sulla diminuzione del 
coefficiente di scambio, per oggetti grossi succede il contrario.  
Ci deve evidentemente essere un diametro critico al di sotto del quale aumentando lo spessore 
dell’isolante aumenta lo scambio termico, mentre al di sopra diminuisce.  
Si consideri un cilindro di raggio R1 a temperatura T1 (sulla superficie) ricoperto da uno 
strato di isolante s =R2 – R1 in contatto con un fluido a 
temperatura T3 con cui scambia calore per convezione con 
un coefficiente h. 
   È chiaro che aumentando lo spessore dell’isolante 
diminuisce il coefficiente globale di trasporto, ma aumenta 
anche l’area di scambio; bisogna vedere quale effetto 
prevale. 
Il calore scambiato è:  2 2 1 3Q U A T T   in cui: 









U k d d h k R R h
R R R
k h
    
 
 




Q R L T T L T T
R R R R R
k h k hR
    
 
  




2 2 1 2
.... 1 1 1d R
dR k R R hR
     2,cr kR h  
 
Per R2 < R2,cr aumentando lo spessore dell’isolante si aumenta il calore scambiato (a causa 
dell’aumento di area). 





    . Siccome 
i fili elettrici sono più piccoli, si può concludere che il rivestimento in PVC agevola la 
dispersione del calore. 





     quindi i guanti non vanno bene per 
il mignolo e neanche per il pollice. 
Per veri isolanti, come la lana di vetro o il polistirene espanso, assumendo k = 0.05, 





    . 
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4.  
 
SUPERFICI ALETTATE.  
 
1. introduzione. 
Si è visto (Cap. 2) che il coefficiente di convezione per liquidi in convezione forzata è 
dell’ordine delle migliaia di W/m2K, valori superiori si hanno per vapori condensanti; al 
contrario i coefficienti di convezione per i gas sono molto bassi (dell’ordine delle decine di 
W/m2K). Ciò significa che se si deve realizzare uno scambio termico fra un liquido o un vapore 
condensante e un gas la resistenza termica dominante è rappresentata dalla fase gas (vedi 
esercizio 2.b).  
Numerose sono le situazioni di interesse pratico che si possono citare ad esempio. Si pensi 
al radiatore di un’automobile o al condensatore di un frigorifero.  
 
 
Esigenze analoghe si hanno nel raffreddamento del cilindro di un motore a scoppio: a causa 
del basso h non si riesce a mantenere la temperatura a valori accettabili smaltendo il calore 
attraverso la superficie laterale del cilindro. Analoga la situazione nei dispositivi elettronici 
 
        Ognuno ha le sue alette 
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Nell’industria di processo spesso si effettua il raffreddamento di correnti liquide o la 
condensazione di vapori mediante aria (Fin Fan Coolers). Come detto il flusso termico è 
fortemente limitata dal basso valore del coefficiente di trasporto fra la superficie metallica e il 
gas. Ovviamente l’installazione di ventilatori per aumentare la velocità ha un effetto positivo su 
h, che tuttavia rimane ben più basso dei valori tipici per liquidi. Per incrementare lo scambio 
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2. Efficacia di un’alettatura. 
Si consideri una superficie piana, metallica, di area A1 che separa due fluidi a 
temperature T1 e T2. Il calore scambiato è:  
 1 1 2Q UA T T      (1) 
Supponendo il metallo di alta conducibilità 




      (2) 
   Se ad esempio il fluido 1 è un liquido e il fluido 
2 un gas si ha h2<< h1, il flusso è cioè limitato 
dalla resistenza dal lato 2. 
 
 
Per aumentare lo scambio termico 
allora, si aumenta la superficie di 
scambio dal lato 2 con una alettatura. Se 
la conducibilità del metallo fosse 
infinita, indicando con TB la sua 
temperatura (uniforme) si avrebbe: 
 1 1 1 1 BQ h A T T      (3) 
   22 2 2 2 2 1 2
1
B B
AQ h A T T h A T T
A
      
  (4) 
cioè l’alettatura ha lo stesso effetto che 
si avrebbe incrementando h2 dal 
rapporto A2/A1. 
 
E tuttavia evidente che sull’estremità delle alette la temperatura è sicuramente 
inferiore rispetto alla base, anche per metalli di alta conducibilità, specie se le 
alette sono abbastanza lunghe. Le alette avranno cioè una efficacia inferiore ad 
A2/A1, che si avrebbe se la conducibilità del metallo fosse infinita. In luogo della 
(4) si potrà scrivere:  
 2 2 1 2BQ h GA T T       (5) 
indicando con TB la temperatura alla base dell’aletta e G la sua efficacia o 
Guadagno, definito come il rapporto fra il calore scambiato dalla superficie 



















Fig. 1. Scambio termico attraverso una 
superficie piana a: senza alette, b: con alette 










      (6) 
Tale rapporto tende a A2/A1 quando la conducibilità del materiale tende a 
infinito; per valori finiti di k il guadagno dell’alettatura è inferiore essendo la 
temperatura lungo l’aletta mediamente inferiore alla temperatura TB della base. 
Dalle (3), (5), essendo in condizioni stazionarie 1 2Q Q  il calore scambiato fra 
i due fluidi si può scrivere: 
 1 1 2Q UA T T    Con   
1 2
1 1 1
U h h G
     (7) 
Si tratta dunque di valutare l’efficacia G di una alettatura.  
 
3. Efficienza di una aletta.  
Si Consideri ora una singola alettata che scambia calore per convezione con un 
fluido a temperatura T∞. Se il materiale costituente l’aletta avesse conducibilità 
infinita, tutta la superficie alettata si troverebbe alla temperatura della base (TB) e 
lo scambio termico fra aletta e fluido sarebbe: 
 Max al BQ hA T T    (8) 
Essendo h il coefficiente di convezione e 
Aal l’area dell’aletta.  
Ovviamente così non è, la temperatura 
dell’aletta si abbassa allontanandosi dalla base 
a causa dello scambio con il fluido 





       (9) 
 
L’efficienza è < 1 perché la temperatura nell’aletta non è uniforme; per 
calcolare l’efficienza è necessario calcolare la distribuzione di temperatura lungo 
l’aletta, come mostrato nel prossimo paragrafo. 
Nota l’efficienza  delle singole alette, è immediato calcolare l’efficacia 
dell’alettatura. Con riferimento ad esempio all’alettatura piana in Fig. 3, 
indicando con Alib l’area libera e Aal la superficie delle alette, si ha  
  lib al BQ h A A T T        (10) 







Fig. 2. Andamento della 
temperatura lungo un’aletta. 
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  sa lib B BQ h A A T T     (11) 
Essendo AB l’area di base delle alette. Per 
effetto dell’alettatura lo scambio viene 





    (12) 
Il denominatore (Alib + AB) è ovviamente 
l’area della superficie piana che si avrebbe 
senza alettature. 
Il calcolo dello scambio termico 
attraverso superfici alettate si riduce 
dunque alla valutazione dell’efficienza 
delle aletta, da cui si ha immediatamente l’efficacia dell’alettatura. 
 
Analogia: l’analogia qui presentata può apparire ardita a prima vista, in realtà la descrizione dei due 
fenomeni, pur così diversi è molto simile.  
Nel corso sul mass transfer si è considerato una reazione in fase gassosa catalizzata da un solido. 
Dato che la reazione avviene sulla superficie è conveniente usare particelle porose piuttosto che 







Si può dire che la particella porosa è più efficace della particella compatta. Il guadagno sarebbe 
pari al rapporto fra le aree se la velocità di reazione fosse uniforme su tutta la particella. In realtà l’area 
interna è meno efficiente, infatti all’interno della particella la concentrazione del reagente è inferiore 
(mentre diffonde viene consumato dalla reazione). Si definisce allora una efficienza per calcolare la 
quale occorre determinare la distribuzione di concentrazione …… per una reazione del primo ordine la 
soluzione è abbastanza facile; l’efficienza dipende dal modulo di Thiele …….. l’efficienza tende a 1 se 
la diffusione è molto veloce …. 
Nel caso dell’aletta il calore “diffonde” verso il vertice ma contemporaneamente si disperde verso 
l’esterno con un flusso h(T-T∞), cioè con una cinetica lineare (del prim’ordine). Non stupisce che la 










Fig. 3. Alette a sezione costante 
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4. Calcolo dell’efficienza di un’aletta piana a sezione costante. 
Si consideri una aletta piana a sezione costante come quella in Fig. 3 e si 
assuma che l’aletta sia sottile, cioè s<<<L, sì da poter trascurare la variazione di 
temperatura nella sezione trasversale dell’aletta, cioè assumere T = T(x). (questa 
ipotesi appare verosimile se la conducibilità del materiale è elevata, verrà comunque discussa 
in 4.2) 
Indicando con A la sezione 
trasversale dell’aletta, pari alla 
sezione di base prima indicata 
con AB, e con P = 2w il suo 
perimetro, il bilancio termico in 
condizioni stazionarie per un 
elemento di lunghezza dx e 
larghezza unitaria è: 
 
x x dz
dT dTkA kA hP T T dx
dx dx 
   
cioè: 
 2 2 0d T hP T Tdx kA         (13) 
 
L’integrazione della (13) fornisce la distribuzione di temperatura T(x), nota la 
quale è facile calcolare il flusso termico, e quindi l’efficienza. Occorre però 
assegnare due condizioni al contorno alle estremità. La prima è ovvia, 
considerando assegnata la temperatura alla base: 
 0 BT T         (14) 
La seconda dovrebbe essere correttamente: 
 L
x L
dTkA h A T T
dx 
        (15) 
esprimente il fatto che all’estremità libera il flusso per conduzione è pari al flusso 
disperso per convezione (con un coefficiente hL non necessariamente uguale a 
quello laterale). 
Con la (15) la soluzione è piuttosto laboriosa, considereremo in alternativa la 
















Fig. 4. Conduzione e convezione in una 
aletta piana a sezione costante. 
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La condizione trova giustificazione nel fatto che, a causa del basso coefficiente 
di scambio hL, il calore disperso dall’estremità è in realtà basso. L’uso di questa 
condizione in luogo della (15) consente di semplificare il problema, si può 
dimostrare che il risultato è applicabile nella maggioranza dei casi. 
4.1. Aletta con estremità isolata. 
Il problema matematico è dunque: 
 2 2 0d T hP T Tdx kA        (13) 












        (17) 
x
L
         (18) 







      
Il termine fra parentesi quadre è un numero adimensionale, per consuetudine nel 
settore lo si indica con (mL)2, ponendo 
2hP hm
kA ks
        (19) 
Si tenga comunque presente che (mL) è un unico parametro (Non si assomiglia al modulo 
di Thiele?). 
L’equazione e le condizioni diventano dunque: 
 2 22 0d mLd
         (20) 
0 1          (21) 
1 0d
d
         (22) 
La soluzione è: (vedi appendice): 







         (23) 
Ovviamente la temperatura diminuisce lungo l’aletta, il valore minimo si ha 




        (24) 






















È del tutto inutile prolungare la lunghezza dell’aletta quando L tende a zero, 
cioè la temperatura si avvicina a quella del fluido; dalla figura si può stimare che 
la lunghezza utile si ha per mL = 2 -3.  




        (25) 
per la (23):  





senh mL mLT T T TdT d
dx L d L mL


          
Quindi: 
   BQ kAm T T tgh mL      (26) 
Il calore MaxQ  che un’aletta lunga L disperderebbe se tutta la sua superficie fosse 
alla temperatura TB della base, tenuto conto che Aal = PL, sarebbe: 
 Max BQ hPL T T        (27) 
Fig. 5. Temperatura alla 
estremità dell’aletta. 
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l’efficienza è quindi: 
     1kAm kA hP kAtgh mL tgh mL tgh mL
hPL hPL kA L hP




















Ovviamente l’efficienza diminuisce con la lunghezza, oltre un certo valore 
infatti la sua temperatura diventa praticamente uguale a quella del fluido. 
Nota: si noterà che la (28) è esattamente la stessa che esprime l’efficienza di una particella catalitica 
piana in funzione del modulo di Thiele per una cinetica del primo ordine. Del resto tutto lo sviluppo è 
uguale, al di la delle diverse notazioni. 
L’efficacia (o guadagno) dell’aletta G1 (*) si può calcolare direttamente dalla 
definizione dividendo il calore smaltito, Eq. (26), per il calore che sarebbe 
smaltito attraverso la base in assenza di aletta,  B BQ hA T T  . Si ha: 
 1 kG m tgh mLh       (29) 
(*) l’efficacia della singola aletta G1 non è uguale all’efficacia complessiva G dell’alettatura, 
quest’ultima infatti tiene conto anche della superficie libera (vedi Eq. 12) 
Dati h, k e lo spessore, la (29) fornisce il guadagno in funzione della lunghezza L. 
Fig. 6. Efficienza di una aletta 
piana a sezione costante. 


















Chiaramente si approssima l’efficacia massima per mL intorno a 3, ogni 
ulteriore aumento di lunghezza è del tutto inutile e comporta solo un aumento di 
peso, costo e perdite di carico. 
Consideriamo un’aletta “abbastanza lunga”, tale cioè da avere tgh(mL) ~ 1, in 




hP k Pk kG
kA h Ah sh
       (30) 
Per essere efficace l’aletta deve essere costruita con materiale di alta 
conducibilità termica k, di piccolo spessore s e il coefficiente di convezione h 
deve essere basso. In effetti la alette sono costruite preferenzialmente in rame o 
alluminio, hanno spessore intorno al millimetro, e sono usate per scambio con gas 
ma non con liquidi. 
 
 
Fig. 7. Efficacia di una aletta 
piana a sezione costante. 
C. Gostoli, PIC 2010 4. Superfici alettate. 11
Apendice (richiami di matematica). 
 
Appendice 1: Funzioni iperboliche: 
  sinh 2
x xe ex















Appendice 2: equazioni differenziali omogenee: 
Data l’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine a coefficienti costanti: 
    " ' 0ay by cy    
La soluzione è: 
    1 21 2
D x D xy C e C e   
In cui D1 e D2 sono le radici dell’equazione associata:  
2 0aD bD c    
(si sostituisce D alla derivata e lo si tratta come un’entità algebrica) 
Se le soluzioni sono immaginarie si usa la formula di Eulero: 
    cos sinixe x i x   
Si hanno i seguenti casi: 
radici reali distinte    1 21 2
D x D xy C e C e   
    od anche:  1 1 2 2sinh coshy C D x C D x   
reali coincidenti    1 2
Dx Dxy C e C xe   
immaginarie (D = ±ib)   1 2cos siny C bx C bx   
complesse coniugate (D = a±ib)   1 2cos sinaxy e C bx C bx   
 
Appendice 3: integrazione dell’Equazione (20). 
 2 22 0d mLd
           (20) 
L’equazione associata è:  22 0D mL  , con radici D mL  , la soluzione generale è quindi: 
1 2
mL mLC e C e     






C e C e
 

















Sostituendo e semplificando si ha la (23). 
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4.2. Variazione di temperatura nella sezione. 
Nella precedente trattazione si è assunto T(x), ammettendo che non vi fossero differenze di 
temperatura apprezzabili nella sezione dell’aletta. Verificare la fondatezza dell’ipotesi. 
Soluzione: Nella sezione dell’aletta è prevedibile 
il profilo di temperatura in figura, con un 
massimo TM  al centro dell’aletta (z = s/2).  





Tk h T T
z 
    




M w w w
z
T s hT T T T T
z k 
          ,  






  .   Solo per alette di materiali con conducibilità k molto bassa (cosa 
che ovviamente non è) e in presenza di alti h (cosa che non è) la differenza di temperatura nella 
sezione può avere qualche significato. 







  . Il gruppo 
hs Bi
k
  Numero di Biot, pone a confronto la velocità del trasporto 
convettivo (h) con la velocità del trasporto conduttivi (k/s), quando Bi<<1 (come in questo 
caso) la resistenza alla conduzione è trascurabile. L’argomento è discusso in maggior dettaglio 
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4.3. Aletta molto lunga. 
Al fine di semplificare il problema della determinazione dell’efficienza di un’aletta, è stato 





        (31) 
Sviluppare la soluzione e discuterne la validità. 
Soluzione. 
Chiaramente la condizione (31) fa riferimento ad un’aletta “infinitamente lunga”, si è 
tuttavia già visto (vedi Fig. 5) che all’aumentare di L la temperatura dell’estremità si avvicina a 
quella del fluido; è quindi ragionevole aspettarsi che la soluzione ottenuta applicando la (31) 
sia realistica per alette “abbastanza” lunghe (si tratterà di vedere cosa vuol dire “abbastanza”). 







          (32) 
0 1x           (33) 
0x           (34) 
La soluzione generale è: 1 2
mx mxC e C e   , imponendo le condizioni: C1 = 0; C2 =1, la 
soluzione è quindi: 
mxe         (35) 
Ovvero: 
  mxBT T T T e          (36) 
La temperatura diminuisce esponenzialmente lungo l’eletta. 
Nota: La soluzione appare molto più facile rispetto alla precedente, peccato che non serva! 
Quanto deve essere lunga l’aletta perché sia applicabile la soluzione trovata ? Secondo la 






  , è tale per cui  mL > 4.6. valore superiore a 
quello (2 -3) che era stato individuato come lunghezza utile. Ad esempio per un’aletta di rame 
di s = 2 mm, con h = 100 W/m2K, dovrebbe essere L > 64 cm! È chiaro per altro che una tale 
lunghezza sarebbe inutile, in quanto la parte periferica, avendo una temperatura molto prossima 
a quella del fluido, dissiperebbe pochissimo calore, l’efficienza  sarebbe cioè molto bassa. 
Calcoliamo comunque l’efficienza procedendo come in precedenza; calcoliamo il calore 






dTQ kA mkA T T
dx 
         (37) 
Il calore MaxQ  che un’aletta lunga L disperderebbe se tutta la sua superficie fosse alla 
temperatura TB della base, tenuto conto che Aal = PL, sarebbe: 
 Max BQ hPL T T        (38) 
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l’efficienza sarebbe quindi: 
1 1mkA kA
hPL hP L mL
          (39) 
Da confrontare con la (28). 
È evidente che la (39) è un assurdo, infatti per bassi valori di mL porta a  > 1 (vedi Fig. 8). 
In effetti la (37) rappresenta il flusso termico attraverso la base, e questo è pari al calore 
disperso da un’aletta infinitamente lunga (non da un’aletta lunga L!). 
Il calore disperso da un’aletta lunga L, adottando la distribuzione di temperatura (36) è: 





B BQ hP T T dx hP T T e dx hPkA e T T
 
            (40) 
E dividendo per MaxQ : 
 1 1 mLemL         (41) 



















Ovviamente le tre soluzioni coincidono per alette “abbastanza lunghe”, orientativamente per 
mL > 4. 




        (42) 
che coincide con la (20) per alette abbastanza lunghe, mentre per alette più corte fornisce valori 
irrealisticamente elevati. Usando invece la (41) si ha 
 1 mLmhG ek         (43) 
che fornisce valori più bassi. 
Nota: Il lettore si chiederà perché mai l’autore abbia perso tempo a presentare una soluzione non 
applicabile. Risposta: per dimostrare che non è applicabile. 
Fig. 8. Efficienza calcolata con la 
(39) e la (41) confrontate con 
quella calcolata per aletta 
con estremità isolata.
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4.4. scambio convettivo all’estremità 
Come detto al paragrafo 4, la corretta condizione da imporre all’estremità libera per 
l’integrazione della Eq. (13) sarebbe la (15), in cui il flusso per conduzione è posto uguale allo 
scambio convettivo col fluido attraverso la punta dell’aletta. La soluzione non presenta 
particolari difficoltà, pur essendo tediosa. Ci si limita a riportare il risultato: 
     
     




mL Bi mL senh mL
mL Bi mL senh mL
               (44) 
   





Bi mL tgh mL
mL Bi mL tgh mL
          (45) 





          (46) 
Ovviamente tali espressioni si riducono a quelle sviluppate per estremità isolata quando  
BiL << 1, cosa generalmente verificata. 
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5. Alette piane a sezione variabile. 
Il metodo illustrato per alette a sezione costante può essere esteso ad alette a 
sezione variabile, con qualche difficoltà matematica in più. 
Il bilancio per un tratto dx di aletta è: 
 ( )( )d dT hP xA x T T
dx dx k 
       
Che si riduce all’Eq. (13) per A e P 
costanti. In generale, data la geometria e 
quindi A(x) e P(x), si ha un’equazione 
differenziale a coefficienti variabili. Per 
geometrie semplici, ad esempio aletta 
triangolare, la soluzione può essere 
espressa in termini di funzioni di Bessel. 




















 Fig. 9. Aletta piana a sezione 
variabile. 
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6. Alette Circolari. 
Il bilancio per il tratto di aletta fra le sezioni 
cilindriche r, r+dr è: 







    
r
L
   
Con L = R2 – R1, si ha 
2 2
2
1 2d d hL
d d ks
       
Ovvero ponendo:  
2hLm
ks




1 2d d m
d d
       














La soluzione dipende dal gruppo hL
ks
 che si assomiglia a mL del piano. 
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Esercizi 
 
1. Un dispositivo elettronico deve dissipare 20 W attraverso una superficie di 5 x 5 cm 
provvista di una alettatura con alette in alluminio di sezione rettangolare di spessore 3 mm 
distanziate di 3 mm, lunghezza 2 cm. 
Assumendo che la  temperatura dell’aria sia 20°C e un coefficiente di scambio con 
l’aria di 20 Wm-2K-1, calcolare la temperatura della base e confrontarla con il valore che si 
avrebbe senza alettatura. 
[R.: senza alettatura T = 420°C, con alettatura T = 72°C] 
 
2. Un condensatore è costituito di una batteria di tubi alettati in rame investiti da una corrente 
di aria a 25°C. La temperatura di condensazione del vapore è 90°C. I coefficienti di 
scambio termico sono stati valutati in: hi = 10000 Wm-2K-1,  ho = 70 Wm-2K-1  
Le caratteristiche del tubo e 
relativa alettatura sono 
rappresentate in Figura 
(dimensioni in mm).  
Calcolare: 
a) l’efficienza delle alette. 
b) L’efficacia dell’alettatura. 













C.Gostoli, PIC 2010   5. Trasporto di calore Non stazionario. 1
5.  
 




Dai diamanti non nasce niente… 
Fabrizio De Andrè 
 
1. Una signora di una certa età possiede un orecchino con appeso un diamante di 
73 Carati, corrispondente ad una sfera di circa 2 cm di diametro(*). Non 
potendosi permettere l’acquisto di un orecchino 
uguale, se ne fa costruire uno in plastica in tutto 
simile all’originale. Indossa gli orecchini ed esce in 
una giornata fredda, la temperatura dell’aria è -3°C, 
la temperatura in casa era 30°C. Calcolare la 
temperatura dei due orecchini in funzione del tempo 
assumendo un coefficiente di trasporto ara/orecchino 
h = 40 Wm-2K-1. 
(*)Un carato corrisponde a 0.2 g, la densità del diamante è 3.5 g/cm3. 
 




Diamante 2300 0.51 
Plastica 0.2 2.3 
Soluzione. 
In entrambi i casi si tratta di un problema di scambio termico fra una sfera a 
temperatura iniziale T0= 30°C e una corrente di aria a Ta = -3°C. all’interno della 
sfera si ha conduzione, fra sfera e 
aria convezione. La domanda è mal 
posta, è chiaro che durante il 
raffreddamento della sfera la 
temperatura non è uniforme 
all’interno di essa, essendo massima 
al centro e minima sulla superficie in 
contatto con l’aria fredda (forse si 
intendeva chiedere di calcolare la 
temperatura media). In figura è 





Fig. 1. Profilo qualitativo di temperatura in 
una sfera in contatto con un fluido più freddo. 
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rappresentato l’andamento qualitativo della temperatura in un istante generico, 
dopo che la signora è uscita di casa. 
La condizione da imporre è che il flusso termico per conduzione sulla 
superficie sia uguale al calore scambiato con l’aria, cioè: 
 w a
r R
Tk h T T
r 
         (1) 
La temperatura Tw sulla superficie non è nota, tuttavia è chiaro che è minore di 
T0; è quindi certamente: 
 0 a
r R
T h T T
r k
    





      , ottenuta assumendo un profilo lineare con la 
pendenza alla parate; in conclusione. 
 * 02 2Max w w aR
T d h dT T T T T T
r k
                    (2) 
Per la sfera di diamante la massima differenza di temperatura è: 
  * 40 30 3 0.01 0.0057
2300Max w w
T T T T C        
Ma allora la sfera si può considerare a temperatura uniforme!  
Per la sfera di plastica si avrebbe:  
  * 40 30 3 0.01 66
0.2Max w w
T T T T C        
Vale a dire TMAX < 63°C, che non vuole dire nulla, è ovvio che TMAX < 30°C. 
La conclusione è che mentre per la sfera di diamante si può affermare con 
certezza che le differenze di temperatura all’interno della sfera sono trascurabili, 
nella sfera di plastica probabilmente esistono differenze di temperatura rilevanti. 








   
La quantità:   
hdBi Numero di Biot
k
   
confronta la velocità di convezione (h) con la velocità di conduzione (k/d).  
(*) in onore di Jean Bapiste Biot, Fisico e Matematico, 1774-1862. 
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Per la sfera di diamante Bi = 3.47 10-4, per la sfera di plastica Bi = 4. Nel 
primo caso conduzione è molto veloce, e l’oggetto si può considerare a 
temperatura uniforme. Nel secondo caso le resistenze sono paragonabile (con una 
prevalenza della resistenza alla conduzione) e nell’oggetto vi sono apprezzabili 
gradienti di temperatura. 
Immaginiamo ora di immergere la sfera di plastica in una corrente di acqua 
fredda per la quale si abbia h = 1000 Wm-2K-1, in questo caso si ha: 100Bi  , il 
che significa che la resistenza alla convezione è trascurabile, quindi Tw ≈ Ta , il 
problema si riduce allo studio della conduzione in una sfera sulla cui superficie la 
temperatura è costante. 
In conclusione un problema conduzione – convezione si può ridurre alla sola 
convezione se Bi << 1, alla sola conduzione se Bi >> 1, nel caso Bi ≈ 1 occorre 
studiarli entrambi. 
I problemi di trovare l’andamento nel tempo della temperatura dei due 
orecchini, che sembravano uguali, sono invece molto diversi: nel caso della sfera 
di diamante dobbiamo trovare la funzione T(t), per la sfera di plastica la funzione 
incognita è T(r,t). Naturalmente il primo problema è molto più facile (e lo 
risolviamo subito). 
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2. Soluzione per Bi << 1 
Indicando con T(t) la temperatura della sfera (che come abbiamo visto si può 
considerare uniforme) m la sua massa ed A l’area, si ha: 
 p adTmC hA T Tdt          (3) 
Ponendo per semplicità di scrittura  
pmC
hA
          (4) 





T T mC       0ln aa
T T t
T T 






        (5) 
Ovviamente T tende asintoticamente a Ta, in quanto tempo? Dipende da , che 
può essere chiamata “costante di tempo”. 
Per il diamante  









R C R C
s
hh R
   
        
Dopo quanto tempo la temperatura del diamante differisce dalla temperatura 
dell’aria per 1°C?  Ponendo T - Ta = 1: 
1ln 520.1 8.7 min.
33
t s     
Dopo pochi minuti dall’uscita di casa, la signora, che soffre di cervicale, non riceve alcun 
sollievo dal diamante. 
La procedura non si può applicare all’orecchino di plastica; rimandiamo 
l’analisi del problema, possiamo per ora solo intuire che la sfera si mantiene 
tiepida più a lungo). 
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3. Sfera di rame in aria. Una sfera di rame di 3 cm di diametro con temperatura 
uniforme di 100°C viene sospesa in aria a 20°C. Il coefficiente di convezione è 
20 W/m2K. Diagrammare la temperatura della sfera in funzione del tempo. 
Soluzione. Per il rame k = 400 W/mK,  = 8933 kg/m3, CP = 385 J/kgK 
31.5 10 1hdBi
k
   , la temperatura della sfera si può considerare uniforme, 
conta solo la convezione. 





     0
t
a aT T T T e 









R CmC R C
s
hA hh R
   


















Ci vuole circa un’ora per avere la sfera alla stessa temperatura dell’aria. 
 
4. Sfera di rame in acqua. La stessa sfera viene posta in acqua corrente a 20°C 
il coefficiente di convezione si può stimare h = 500 W/m2K. 
Soluzione.   
0.037 1Bi     = 34.4 s, procedura analoga, si raffredda in pochi minuti. 
 
5. Patata bollente in aria. Ripetere l’esercizio per una patata appena tolta 
dall’acqua bollente (stesse dimensioni e h) e posta in aria. Assumere per la 






   , non si può assumere la patata a temperatura uniforme, 
bisogna considerare insieme la conduzione nella sfera e la convezione con l’aria 
(che hanno un ruolo paragonabile). 
Fig. 2. temperatura della sfera di 
rame in aria i funzione del tempo. 









6. Patata bollente in acqua. La stessa patata di cui sopra viene posta in acqua 






   , la convezione è molto veloce rispetto alla 
conduzione, la temperatura sulla superficie della patata si può considerare uguale 
a quella dell’acqua (20°C). Si tratta di un problema di sola conduzione in una 
sfera con temperatura assegnata sulla superficie. 
 
7. Tracciare qualitativamente il profilo di temperatura in un istante generico per 
le sfere di cui agli esercizi precedenti. 
 
 
Bi << 1,  sfera di rame 
Conduzione veloce, temperatura circa 
uniforme nella sfera 
 
 
Bi ≈ 1  (patata bollente in aria) 




Bi >> 1 (patata bollente in acqua) 
Convezione veloce, temperatura sulla 
superficie circa uguale alla temperatura esterna 










Fig. 3. Profili qualitativi di temperatura nello scambio di calore fra una sfera e un 
fluido a diversi Numeri di Biot.. 
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8. facciamo il punto. 
Problemi non stazionari sono dunque facili se Bi<<1, in tal caso infatti si può 
usare un modello a parametri concentrati (si ha un solo valore di 
temperatura nel solido) e il problema è retto da un’equazione differenziale 
ordinaria, ( )dT f T
dt
 , di facile integrazione. Negli altri casi si deve usare un 
modello a parametri distribuiti (la temperatura nel solido varia nello spazio e 
nel tempo) e il problema è retto da equazioni a derivate parziali. 
Tali equazioni, che rappresentano il bilancio locale di energia, sono state viste 
al Cap. (2), trattando della conduzione; l’espressione generale è la (2.10): 
2T T
t
         (2.10) 





         (2.6) 
È immediato verificare che per sistemi a geometria cilindrica o sferica la (2.10) 





t r r r
         




t r r r
         
 (7) 
Nota: Per usare la (6) o la (7) il sistema deve essere simmetrico non solo dal punto di vista geometrico, 
ma anche le condizioni al contorno devono essere simmetriche. Se ad esempio la superficie della 
sfera fosse esposta a temperature diverse nei vari punti, la temperatura al suo interno non 
dipenderebbe solo da r, ma anche da  e  (le tre coordinate sferiche). Si può con la stessa logica 
scrivere il bilancio locale di energia considerando un elemento di volume …. vedi bibliografia. 
Ritornando al problema della patata bollente in acqua, essendo Bi >> 1, si può 
assumere Tw = Ta. Per determinare la distribuzione di temperatura all’interno 
della sfera, T(r,t), si deve integrare l’equazione (7) con le condizioni: 






         (9) 
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La (8) è la condizione iniziale, le (9) è la condizione di simmetria al centro 
della sfera, la (10) la temperatura assegnata e costante sulla superficie. 
Nel caso della patata bollente in aria, essendo Bi ≈ 1, la condizione (10) va 





Tk h T T
r
           
Soluzioni per serie di problemi come quelli descritti sono reperibili in 
letteratura, in particolare sul classico Carslaw Jaeger(*). Alcuni casi vengono 
presentati nei paragrafi seguenti, l’argomento è stato ampiamente discusso nella 
parte di questo corso dedicata al trasporto di materia, in cui si pongono problemi 










(*) H. S. Carslaw, J. C. Jaeger, Conduction of heat in solids, Oxford University 
Press, 1947. 
Per gli analoghi problemi di mass transfer:  
J. Crank, The Mathematics of Diffusion, Oxford University Press, 1956. 
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9. Raffreddamento di una lastra piana con Bi >> 1 . Una lastra piana di spessore 2L 
inizialmente a temperatura uniforme T0, viene immersa in un liquido a temperatura T1. Le 
condizioni sono tali per cui Bi >> 1. - Tracciare qualitativamente i profili di temperatura 
nella lastra a tempi successivi, - scrivere le equazioni e condizioni che descrivono il 
fenomeno, - formulare il problema in termini adimensionali, - cercare sui libri la soluzione, - 
stimare il tempo di raffreddamento. 
Soluzione. Essendo Bi >> 1 si può assumere che sulle superfici della lastra la temperatura sia 
costante ed uguale alla temperatura T1, del fluido. 
La figura mostra i profili di temperatura nella lastra 
a tempi crescenti, a partire dal valore uniforme T0 
(per t = 0) al valore uniforme T1 (per t → ∞). Il 





      (11) 
per t = 0  T =T0   (12) 
per x = 0   0
T
x
    (13) 
per x = L   T = T1   (14) 
Nota: vista la simmetria basta considerare la mezza lastra 
0 < x < L. 
 
Per rendere adimensionale il problema si parte da posizioni ovvie: 
x
L




    entrambe le variabili adimensionali variano fra 0 ed 1, questo è 
sempre conveniente (quando si può). Con queste posizioni si ha:  0 1T T Tt t
     , 











   , sorge quindi 
spontaneo adimensionalizzare il tempo ponendo: 2
t
L






          (15) 
per  = 0   =1       (16) 
per  = 0   0
        (17) 
per  = 1    = 0       (18) 
La soluzione (vedi bibliografia) è: 
     
2
0
2 1 2 14 1 sin 1




   


                 
    (19) 
In questo corso non ci poniamo il problema di come trovare la soluzione (ci basta imparare 
ad usare le soluzioni che i matematici hanno sviluppato). Osserviamo soltanto che il metodo 
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di un fattore contenente  e di uno contenente ). Il secondo fattore (sin..) si annulla per  = 1, 
sicché sulla superficie esterna è  = 0 (come imposto dalla condizione al contorno). Infine per 
 = 0 il termine sin… è alternativamente 1 e -1, quindi al centro della lastra: 














          
      (20) 
o per esteso: 
2 2 2 29 25 49
4 4 4 4
0
4 1 1 1 .......
3 5 7
e e e e
      
 
   

        
 
È evidente che la serie converge molto rapidamente, come si vede dalla tabella 
n 0,01 0,1 0,2 0,5 1 
0 1,2422 0,9949 0,7774 0,3708 0,1080 
1 0,9023 0,9488 0,7724 0,3708 0,1080 
2 1,0398 0,9493 0,7724  
3 0,9855 0,9493  
4 1,0046  
5 0,9988  
6 1,0003  
7 1,0000  
8 1,0000  









        (21) 
da qui si può calcolare il tempo di raffreddamento:  ponendo ad esempio 0 0.01    si calcola  
= 1.96. La figura riporta la temperatura adimensionale al centro della lastra in funzione del 















   viene chiamato Numero di Fourier. Di solito il nome 
“Numero di …” indica un raggruppamento di parametri che entrano nel problema, non a una variabile del 









0 0,5 1 1,5 2
0
)
Fig. 4. Temperatura nel piano centrale di una lastra in funzione del tempo con temperatura 
assegnata sulle pareti. Scala lineare a sinistra, semilogaritmica a destra. 
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10. Raffreddamento di una sfera con Bi >> 1  
Ripeter l’esercizio n. 9 per una sfera di raggio R. 
Soluzione. L’equazione da considerare in questo caso è la (7) con le condizioni: 
t = 0      T = T0 
r = 0  0t
r
   
r = R     T = T1 





     ; R
r   ; 2tR
   
Ci si limita a riportare l’espressione per la temperatura al centro della sfera: 








        (22) 
Ovvero:   
2 2 2 24 9 16
0 2 ...e e e e
       
             
VERIFICARE SUL CARSLAW-JEAGER 
Anche in questo caso la serie converge rapidamente  
n          0,01 0,05 0,1 0,15 0,2 0,5 1 
1 1,8120 1,2210 0,7455 0,4551 0,2779 0,0144 0,0001 
2 0,4644 0,9432 0,7069 0,4498 0,2771 0,0144 0,0001 
3 1,2871 0,9667 0,7071 0,4498 0,2771   
4 0,8748 0,9660 0,7071     
5 1,0444 0,9660      








Volendo calcolare il tempo di raffreddamento si può porre ad esempio 0 0.01   , si calcola 
 = 0.537. La figura riporta la temperatura adimensionale al centro della sfera in funzione del 
tempo adimensionale, già per  = 0.3 si ha 0 0.1    e il raffreddamento è quasi completo. Si 
noterà che per la sfera il tempo di raffreddamento è notevolmente inferiore allo strato piano 
(come mai ?). 











11. Raffreddamento di una lastra piana o di una sfera con Bi ≈ 1 
Il problema è analogo ai precedente, ma la terza condizione va sostituita con: 
 1
x L
Tk h T T
x 
     (lastra piana)  1x R
Tk h T T
r 
     (sfera) 






    
con:  2h LBi
k
   (lastra piana)  hdBi
k
   (sfera) 
Nota: si è qui definito il numero di Biot assumendo come dimensione caratteristica per la lastra lo 
spessore e per la sfera il diametro. Su alcuni libri viene assunto il semispessore e il raggio (fare 
attenzione). A volte capita di trovare come dimensione caratteristica il rapporto V/A, che per la 
lastra piana equivale al semispessore L e per la sfera a R/3. 
La soluzione analitica è piuttosto complessa e si riduce alle precedenti per Bi abbastanza 
grande. Sono di ausilio diagrammi come quello (qualitativo) qui riportato reperibili sui manuali 
per piano, cilindro, sfera. 
0,1
1




















Fig. 5. Temperatura al centro di una sfera in funzione del tempo con temperatura assegnata 
sulla superficie esterna. Scala lineare a sinistra, semilogaritmica a destra. 
Fig. 6. Esempio (qualitativo) di diagramma riportante la temperatura in una certa 
posizione di uno strato piano, un cilindro o una sfera che scambiano calore con un 
fluido con Bi ≈ 1. (vedi bibliografia per gli originali)
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La prima curva in basso (1/Bi = 0) rappresenta le soluzioni presentate in precedenza, ci sono 
diagrammi per il centro e varie posizioni. 







12. Conduzione in un piano semi-infinito.  
Consideriamo ora uno strato piano che si estende da x = 0 a x → ∞ inizialmente a 
temperatura uniforme T∞. All’istante t = 0 la temperatura della superficie x = 0 venga portata a 
T0 e mantenuta costante. Determinare il profilo di temperatura T(x,t). 





         (24) 
      t = 0       C = T∞ 
x = 0      T = T0     (25) 
     x             T = T∞ 
Il problema è del tutto identico a quello ampiamente discusso sul Mass Transfer (9.9 delle 
dispense sul trasporto di materia: soluzione di Boltzman) al quale si rimanda. 








             (26) 
Essendo erf la funzione errore. 
Noto il profilo di temperatura è immediato calcolare il flusso termico sulla superficie x=0: 
 0
0x
T kq k T T
x t 
        (27) 
Il flusso è molto grande negli istanti iniziali, poi diminuisce nel tempo (più precisamente 
con la radice del tempo). Per integrazione si ha la quantità totale di calore scambiato al tempo t: 
 04t tQ k T T         (28) 
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Esercizi e complementi. 
1. Termometro:  L’elemento sensibile di un termometro, un cilindro di 1.5 mm di diametro, 
inizialmente a temperatura ambiente (25°C) viene posto in una corrente di vapore 
surriscaldato a 130°C. 
Assumendo  h = 150 W/m2K 
   k = 52 W/m K  
    = 8800 kg/m3 
CP = 0.42 




     2 / 4 9.24
4
Pp P P
C dmC C V C d s
hA hA h d h
         


















      0 tg gT T T T e     
























Su quali parametri si potrebbe agire per avere una risposta più rapida? 
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2. Raffreddamento lastra di plastica. Una lastra di materiale plastico di 10 mm di spessore in 
uscita da una lavorazione a 75°C viene raffreddata con un getto di acqua a 20°C. per quanto 
tempo deve durare il raffreddamento affinché la temperatura nel centro sia inferiore a 40°C? 
il coefficiente di convezione si può stimare in 1000 W/m2K, per il materiale si può assumere 






     
Visto il valore del numero di Biot si può assumere che la temperatura sulle superfici esterne 
















  , da cui: 2
4 4ln 0.507
(0.3636)




   si ha   
22 0.507 0.005
163.9Lt s     






    
3. Raffreddamento patata bollente. Una patata di 3 cm di diametro viene tolta dall’acqua 
bollente e posta in acqua corrente a 20°C. dopo quanto tempo la temperatura al centro della 
patata è scesa sotto 40°C (e la si può addentare senza pericolo)? Assumere per la patata le 
proprietà dell’acqua.  
Soluzione.  
Come visto anche in questo caso si ha Bi>>1, si può quindi assumere la temperatura sulla 












   , da cui 21 2ln 0.21070.25    (l’approssimazione è accettabile) 






    essendo ora 2tR






Rt s      
4. Orecchino di plastica. Dopo quanto tempo l’orecchino della signora di cui al problema N. 1 
la temperatura al centri differisce meno di 1°C dalla temperatura dell’aria? 
 







Nei capitoli precedenti abbiamo espresso empiricamente il flusso termico fra 
una superficie solida e un fluido in moto con la relazione: 
 w bq h T T        (1) 
In cui Tw è la temperatura della parete e Tb la temperatura del fluido.  
Nota: Come detto al Cap. 2, nel moto interno ad un condotto Tb rappresenta la temperatura di 
miscela del fluido, mentre nel moto di un fluido intorno a un oggetto (convezione 
esterna) in luogo di Tb si dovrebbe scrivere T∞ , temperatura del fluido ad una 
sufficiente distanza dall’oggetto (temperatura asintotica, a distanza dalla parete). Si è 
qui preferito usare un unico simbolo per alleggerire la trattazione 
Ci poniamo ora il problema di prevedere il valore di h in una data situazione. 
Dato che in questo corso la trattazione del trasporto di calore segue il trasporto di 
materia, risolviamo il problema con una semplice analogia fra i due fenomeni e 
rimandando a quanto detto sul Trasporto di Materia (vedi Cap 13 delle dispense). 
Nella convezione (interna od esterna che sia) vi è continuità di temperatura 
sulla superficie, ricordiamo inoltre che 
vi è anche continuità di velocità, nel 
senso che a contatto della parete la 
velocità del fluido è nulla ed aumenta 
allontanandosi dalla superficie. 
In Fig. 1 sono rappresentati i profili di 
velocità e di temperatura per il caso di fluido 
più freddo della parete facendo riferimento 
per semplicità ad una parete piana. 
 
Stando così le cose, la trasmissione del calore dalla superficie del solido allo 






         (2) 
Nota: -.La conducibilità termica del fluido è stata indicata con kf, e non semplicemente con k 




Fig. 1. Profili di velocità e di temperatura in 
un fluido in adiacenza alla parete. 
y 
y 
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Se conoscessimo il profilo di temperatura T(y) potremmo quindi calcolare il 
flusso con la legge di Fourier (2). Ovviamente la determinazione del profilo di 
temperatura nel fluido richiede la conoscenza del profilo di velocità.  
Consideriamo una situazione di convezione forzata in cui le differenze di 
temperatura coinvolte non siano tali da modificare in maniera significativa le 
proprietà del fluido. [Questa ipotesi verrà discusso alla fine del paragrafo]. In tali condizioni 
il problema fluidodinamico può essere risolto indipendentemente dal problema 
termico. La determinazione del campo di velocità richiede l’integrazione delle 
equazioni del moto (Equazioni di Navier-Stokes) e dell’Eq. di continuità. Quindi 
si deve procedere all’integrazione delle equazioni locali di bilancio di energia. 
Si è già posto in rilievo (vedi nota al Cap 2) che scrivendo la legge di Fourier 
nella forma: 
 Pd C Tq
dx







       (4) 
Essa diventa identica alla legge di Fick se la concentrazione viene sostituita 
dalla quantità (CPT). Ci si rende facilmente conto che, con analoga sostituzione, 
anche l’equazione di bilancio locale dell’energia termica diventa identica alla 
equazione di bilancio di una specie che diffonde. 
Infine possiamo scrivere la (1) nella forma: 
   p w p b
p
hq C T C T
C
          (5) 
In sostanza il problema di determinare lo scambio termico fra una parete e un 
fluido e il problema di determinare lo scambio di un componente fra 
un’interfaccia e un fluido, pur fisicamente diversi, sono matematicamente identici 






Flusso J q 
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Ciò significa che possiamo applicare al caso termico i risultati già noti per il 
trasporto di materia. 
Ad esempio al Cap 11 è stato analizzato lo scambio di materia fra la parete e un fluido in moto 
laminare perfettamente sviluppato in un condotto circolare con concentrazione assegnata alla parete 
(problema di Graetz). Il risultato è immediatamente applicabile al trasporto di calore con temperatura 
assegnata alla parete. [per la verità storicamente il problema è stato analizzato prima per lo scambio 
termico, e successivamente applicato allo scambio di materia]. 
Nella soluzione del problema di Graetz abbiamo seguito esattamente il procedimento prima 
delineato: - risolvendo le equazione del moto abbiamo trovato il profilo (parabolico) di velocità, - 
dall’equazione di bilancio locale di materia (energia termica) abbiamo quindi trovato la distribuzione di 
concentrazione (temperatura), - quindi con la legge di Fick (Fourier) abbiamo trovato il flusso alla 
parete, ovvero il coefficiente di trasporto. 
Tale procedura è percorribile analiticamente in pochi casi: moto laminare in geometrie semplici 
(cilindro, piani paralleli ecc.). In tutti gli altri casi il problema richiede procedure numeriche.  
Si è visto che l’analisi dimensionale applicata al trasporto di materia porta a 
concludere che, in una data geometria, sussiste una relazione fra gruppi 
adimensionali:  Re,Sh f Sc ; per il caso termico basta costruire gruppi 
adimensionali “analoghi” in base alla tabella di analogia su riportata 
L’analogo del numero di Sherwood è: 
P
f




         (6) 
e l’analogo del numero di Schmidt: 
Pr PrP
f
C Numero di andtl
k

       (7) 
Dunque in un sistema di una certa geometria il coefficiente di trasporto di 
calore h è esprimibile in termini adimensionali con una relazione: 
 Re, PrNu f       (8) 
La funzione ha la stessa determinazione per situazioni geometricamente simili, 
d è una dimensione caratteristica del sistema. In generale la funzione f va 
determinata sperimentalmente. 
Possiamo anche affermare che se è nota una relazione sperimentale 
 Re,PrNu f  in una data situazione, la stessa può applicarsi al trasporto di 
materia sostituendo Nu con Sh e Pr con Sc, purché, beninteso, le situazioni siano 
veramente analoghe, sia dal punto di vista geometrico, sia per le condizioni al 
contorno.  
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Ci sono per la verità differenze fra i due fenomeni: nel trasporto di materia è 
generalmente accettabile l’ipotesi che le proprietà del fluido siano indipendenti 
dalla concentrazione. A rigore densità e viscosità di una miscela dipendono dalla 
concentrazione, ma la dipendenza non è generalmente così forte da modificare 
sostanzialmente il fenomeno (*). 
Nell’analogo problema di trasporto di calore invece, in virtù della differenza di 
temperatura, la viscosità alla parete, w, può essere sensibilmente diversa dal 
valore  nel cuore della fase. Ciò rende i problemi non del tutto analoghi.  
Si risolve empiricamente il problema convenendo di valutare le proprietà 
fisiche del fluido alla temperatura media fra Tb e Tw, oppure introducendo una 




          (9) 
Si osservi che a causa di ciò il coefficiente di trasporto per il riscaldamento di 
un fluido (w > ) è diverso dal coefficiente di trasporto per il raffreddamento 
(w < ), a parità di condizioni. 
La differenza più rilevante fra il trasporto di materia e il trasporto di calore 
ovviamente risiede nel fatto che nel caso termico le differenze di temperatura può 
provocare differenze di densità tali da modificare sostanzialmente il campo di 
velocità o addirittura generare il moto. La situazione di convezione naturale verrà 
analizzato nel prossimo capitolo. 
Altre situazioni in cui non è possibile l’analogia sono quelle di trasporto di 
calore con cambiamento di fase (evaporazione e condensazione). 
 
(*) Nota: anche nel trasporto di materia ci sono casi in cui le differenze di proprietà fra l’interfaccia e il 
cuore della fase sono rilevanti, ad esempio nella ultrafiltrazione di soluzioni proteiche la 
soluzione ha proprietà simili all’acqua, mentre all’interfaccia (in corrispondenza alla 
membrana di filtrazione) le condizioni sono quelle di un gel semisolido. 
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Correlazioni per il calcolo del Numero di Nusselt. 
 
Note:  
- Raccolta abbastanza casuale di correlazioni, solo a titolo di esempio e per poter 
fare esercizi (consultare i manuali). 
- Le correlazioni più “antiche” prediligono la forma Re PrNu a   , più facile 
per il calcolo manuale, ma in cui a,  assumono valori diversi in diversi campi 
di Re e Pr. Oggi si preferiscono formule più complesse ma con un più ampio 
campo di validità, più comode ad essere scritte in un programma di calcolo. 
- In generale la proprietà fisiche vanno calcolate alla temperatura del film  
(Tb +Tw)/2 se non è presente il termine correttivo (w)n, alla temperatura Tb se è 
presente. 
- In ogni caso prestare attenzione alla definizione della dimensione caratteristica. 
- Le relazioni possono essere utilizzate per il Mass Transfer sostituendo Nu con Sh 
e Pr con Sc, ovviamente nelle stesse condizioni, in quel caso non si applicano le 
correzioni (w)n. 
 









: 0.0288Re Pr          Re 3 10  turbulento






    
 
 
Moto intorno a una sfera, valore medio 
 
11





1 2 2 3 0.4 42 0.43Re +0.06Re Pr  per 3.5<Re < 7.6 10  e  0.71< Pr < 380
w
Nu 
     
 
Proprietà fisiche a T∞   
 
 
Flusso perpendicolare a un cilindro (Churchill & Bernstein), valore medio 
 
4








              
     Proprietà alla temperatura media 
 
Letti riempiti di particelle sferiche: 
  
0.58 0.331.17 Re PrNu    
PhdNu
k
 , 0Re Pu d  , dP = diametro delle particelle, v0 = velocità superficiale  
1/ 2 1/3 5
x
1/ 2 1/3 5
L
: 0.332Re Pr          Re 2 10  laminare
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Flusso perpendicolare ad un banco di tubi (Zukauskas*) 
 
 









    
 






Re allineati sfalsati  
100 -103 0.50.52Re  0.50.71Re   
0.630.27 Re   0.20.60.35Re T LS S  ST/SL < 2  
103 - 2 105 
 0.60.4Re  ST/SL > 2 
0.80.033Re   0.20.80.031Re T LS S
 
Pr >1  
> 2 105 
  0.20.80.027 Re T LS S
 
Pr = 07 
 
 
Fluido – parete in recipiente agitato:   
 
 
   
0.14 0.56 0.130.66 0.332
0.85 i iT P
w T T
D N DhD C H
k k D D
  
 
                            
 
 
Nota: Nu definito con riferimento al diametro DT del tino, Re 
al diametro Di dell’agitatore, la velocità è espressa come DiN, 





Fluido – serpentino in recipiente agitato:   
 
 
         
0.5 0.10.67 0.372
0.17c i c iP
T T
hD D N D DC
k k D D
 

                        
 
 
Nota: Nu è definito con riferimento al diametro del serpentino (Dc), Re al 
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Moto di un fluido all’interno di condotti circolari: 
 
Laminare, Tw costante, valore medio:  















    
;  Gz > 100 
 
Turbolento 
Colburn (1933)  0.8 0.330.023Re PrNu   07<Pr<160;  Re> 104 
 
Dittus- Boulter (1936): 0.80.023Re PrnNu     0.40.3 w bw bn per T Tn per T T    
 
Sieder and Tate (1936): 
0.14
0.8 0.330.023Re Pr b
w
Nu 




Petukhov (1970) – Gnielinski:      6232 Re 1000 Pr ; 2300 Re 5 101 12.7 2 Pr 1fNu f      
Il fattore d’attrito di Fanning per tubi lisci è:  210
1
3.64log Re 3.28
f    
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Analogia Matematica fra trasporto di materia, calore e quantità di moto. 
L’analogia sopra stabilita fra il trasporto di calore e il trasporto di materia può 
estendersi al trasporto di quantità di moto. 
L’argomento è trattato al Cap. 13 delle dispense sul Mass Transfer, al quale si 
rimanda. Il risultato si può sintetizzare nell’analogia di Chilton e Colburn: 
1 3 1 3Re Pr Re 2
Nu Sh f
Sc
       (10) 
In base ad essa, noto un coefficiente di trasporto (k, h od f) è possibile stimare 
gli altri due. 
Il risultato sembra straordinario, ad esempio misurando f (in sostanza le perdite 
di carico con un semplice manometro) si potrebbe determinare k od h. In realtà le 
cose non sono così semplici e l’utilità dell’analogia è minore di quanto sembri. 
Una applicazione immediata dell’analogia si ha nel trasporto simultaneo di 
calore e materia (vedi temperatura di bulbo umido ed essiccamento al Cap. 13). 
 
Effetto della scabrezza. 
Con riferimento al moto turbolento in un tubo, è noto che la scabrezza /D 
influenza molto il fattore d’attrito f ed il valore di Re oltre il quale si ha moto 
completamente turbolento (vedi diagramma di Moody). In base all’analogia si 
può prevedere analogo effetto su Nu, e quindi sul trasporto di calore h. 
Una stima di Nu si può fare con la (10) valutando f sul diagramma di Moody, 
ma esistono formule che danno risultati più precisi, ad esempio Haaland (1983) 








             
    (11) 
Per il corrispondente Nu in regime turbolento perfettamente sviluppato Bhatti e 










     (12) 
 
Haaland S.E., Simple and explicit formulas for the fiction factor in turbulent pipe flow, J. 
Fluids Engr., 105(1983)89-90. 
Bhatti M.S. and Shah R.K., Turbulent and transition flow convective heat transfer in ducts. In 
Kakac et al. (Editors) Handbook of Single Phase Convective Heat Transfer, Wiley-
interscience, 1987. 
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Nota: Nelle precedenti relazioni f rappresenta il fattore di Fanning, fattore d’attrito fra una 
parete e un fluido, definito dalla relazione 21
2w
f u     
 con w = sforzo di taglio alla parete. 






  . Su vari testi si 
trova invece il fattore di Darcy,  = 4f, a volte il fattore di Darcy viene indicato col simbolo f, e 












Trasporto di calore per convezione significa che il trasporto avviene in un 
fluido in moto. Nella convezione forzata il moto del fluido è imposto da forze 
esterne, essenzialmente da differenze di pressione; la distribuzione di velocità è 
un dato del problema, nel senso che il problema del moto viene risolto prima di 
affrontare il problema termico. Esprimendo il flusso di calore mediante il 
coefficiente di trasporto h, la dipendenza dalla velocità del fluido è evidenziata 
dal numero di Reynolds. 
Si parla di convezione naturale (free convection) quando il moto del fluido è 
provocato da differenze di densità, a loro volta determinate da differenze di 
temperatura. 
Si consideri ad esempio un fluido 
in contatto con una parete verticale 
più calda; il fluido vicino alla parete 
ha evidentemente una temperatura 
superiore al fluido adiacente, quindi 
una densità inferiore. Si determina 
quindi una forza di galleggiamento 
che spinge il fluido in prossimità 
della parete verso l’alto. Il profilo di 
velocità è determinato dall’equilibrio 
fra le forze di galleggiamento (≡g) 
e le forse viscose. 
Gli ingredienti per affrontare il 
problema sono gli stessi usati nello 
studio della convezione forzata: le 
equazioni di conservazione (di 
massa, quantità di moto ed energia) e 
la legge di Fourier, ma ora nell’equazione del moto si deve tener conto delle forze 
di galleggiamento. Queste ultime sono determinate dalla distribuzione di densità, 
e quindi di temperatura, in conseguenza non è possibile risolvere il problema del 







Fig. 1. Distribuzione qualitativa di velocità e 
temperatura in un fluido a contatto con 
una parete calda. 
z 
y 
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Normalmente la densità diminuisce all’aumentare della temperatura, si 




             (1) 
In particolare per un gas perfetto  m PMPV RTM RT    si ha: 
1
T
          (2) 
Per i liquidi  è deducibile da dati di densità. 
Per trattare problemi di convenzione naturale si adottano una serie di 
semplificazioni: 
- si assume che nell’intervallo di temperatura considerato (Tw, T∞) il 






        (3) 
ovvero  lineare con T: 
 m T T            (4) 
- si assume che il fluido sia incomprimibile con densità m, in altre parole 
nelle equazioni del moto si tiene conto della variazione di densità solo nel 
termine che determina la forza di galleggiamento. 
Per determinare una espressione per il coefficiente di trasporto procederemo 
prima in modo intuitivo (non del tutto soddisfacente, ma che coglie l’essenza del 
problema) riportando a fine paragrafo una procedura più rigorosa.  
È chiaro che le variabili da cui dipende il flusso termico (e quindi il 
coefficiente di trasporto) sono gli stessi della convezione forzata, a parte la 
velocità media, che ora non è data; ma è determinata dalle forze di 
galleggiamento. Procedendo con l’analisi dimensionale non si può quindi 
formulare un numero di Reynolds, ma in sua vece un gruppo adimensionale che 
contenga le variabili che determinano la forza di galleggiamento (e la 
conseguente velocità). Con le approssimazioni di cui sopra le forze di 
galleggiamento per unità di volume sono  mg T T   , e per unità di massa: 






   tali forze 
sono  wg T T  . Il parametro che rappresenta le forze di galleggiamento è 
quindi  wg T T  . Con tale variabile dobbiamo costruire un gruppo 
adimensionale da usare in vece del numero di Reynolds. 
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Notato che il termine in questione ha le dimensione di m/s2 una possibile 




wg T T LGr Numero di Grashof


    (5) 
Si conclude che nella convezione naturale sussistono relazioni del tipo: 
 , PrNu f Gr       (6) 
Il numero di Grashof gioca nella convezione naturale lo stesso ruolo del 
numero di Reynolds nella convezione forzata, esso rappresenta il rapporto far le 
forze di galleggiamento e le forze viscosa (così come Re rappresenta il rapporto 
fra le forze d’inerzia e le forze viscose). 
Le considerazioni qui svolte per concretezza con riferimento ad una parete 
verticale si possono estendere ad una geometria qualunque, cambia ovviamente la 
funzione f.  
Si è qui considerato il caso in cui il fluido a distanza dalla parete sia in quiete, 
e il movimento sia dovuto ai soli moti convettivi (convezione naturale pura). 
Ovviamente è possibile il caso in cui i moti convettivi si sovrappongano al moto 
dovuto a cause esterne, cioè il caso in cui a distanza dalla parete il fluido abbia 
una velocità non nulla. In tal caso si parla di convezione mista e si ha una 
dipendenza anche dal numero di Reynolds.  
C’è da dire che le velocità generate dalla convezione naturale sono in generale 
basse e, in presenza di convezione forzata, prevale quest’ultima. Si deve 
considerare convezione mista quando 2Re 1Gr   (*), viceversa per 2Re 1Gr   si 
può considerare convezione forzata e per 2Re 1Gr   convezione naturale pura. 
(*) Nota: Alla fine del capitolo (trattazione più rigorosa) verrà mostrato che Gr non è 
equivalente a Re, come la precedente trattazione sembrerebbe suggerire, ma piuttosto 
Gr è in un certo senso equivalente a Re2, da cui il confronto qui riportato. 
La maggior parte delle correlazioni sperimentali fanno riferimento, anziché a 
Gr, al numero di Rayleigh, Ra, che è semplicemente il prodotto GrPr: 
  3Pr Numero di Rayleighwg T T LRa Gr   
      (7) 
Tipicamente le correlazioni sono del tipo: 
   1 min41Pr 3n per motola aren n per mototurbolentoNu C Ra      (8) 
la transizione fra moto laminare e turbolento si ha per Ra = 109. 
Si riportano nel seguito alcune correlazioni in situazioni di interesse, 
rimandando alla bibliografia per una documentazione più completa. 
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Correlazioni per la convezione naturale. 
 
Numero di Grashof:   
  3
2




Numero di Prandtl:  Pr PC
k

   
Numero di Rayleigh:    3Pr wg T T LRa Gr   












    (la seconda è più precisa nel campo laminare, Ra<109) 
 














































Nu Ra  














Superficie superiore di una piastra calda,  
o superficie. inferiore di una piastra fredda 
 1 5 1040.27 10 10LNu Ra Ra  
Tw>T∞ 
Tw<T∞ 
Superficie inferiore di una piastra calda,  
o superficie superiore di una piastra fredda 
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Cilindro orizzontale: 
21 6
9 16 8 27
0.3870.60
[1 (0.559 / Pr) ]
RaNu
    
  Ra< 1012 
 












        
   Pr > 0.7 ;   Ra < 1011 
 
 




























q = h(T1 – T2) 
T1 > T2 
T2 
d 
  1 0.074 5 930.069 Pr 3 10 7 10hdNu Ra Ra
k
     
Nu = 1  per  Ra < 1700 
   

















3 5Pr Pr0.18 1 2 ; 10 Pr 10 ; 1000
0.2 Pr 0.2 Pr
H RaNu Ra
L
           
10.28 4
5 3 10Pr0.22 2 10 ; Pr 10 ; 10 10
0.2 Pr
H HNu Ra Ra
d L
                
  0.31 0.012 4 4 740.42 Pr 10 40 ; 1 Pr 2 10 ; 10 10H HNu Ra Ra
d L
           
  1 6 930.046 1 40 ; 1 Pr 20 ; 10 10HNu Ra Ra
L
        
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Trattazione più rigorosa 
Quando si conoscono le equazioni differenziali che descrivono un fenomeno, il modo 
migliore per condurre l’analisi dimensionale è quello di rendere adimensionali le equazioni, in 
tal modo appaiono spontaneamente i gruppi adimensionali che entrano nel problema. Con 
riferimento alla Fig. 1 (parete verticale) l’equazione del moto è (vedi nota*): 
2
2
u u p uu v g
z y z y
                     (6) 
In cui con u, v le componenti di velocità in direzione z e y rispettivamente 
L’equazione non è altro che la legge di Newton per il moto in direzione z, di un elemento di 
fluido dzdy1. Il termine a sinistra rappresenta la differenza fra quantità di moto entrante e 
uscente dall’elemento di volume, il secondo membro è la somma delle forze di pressione, di 




            (7) 
Vale a dire che il gradiente di pressione p z   all’interno dello strato limite non differisca 
dal gradiente di pressione idrostatica nel fluido in quieta all’esterno dello strato limite; 
assunzione che può essere giustificata dal piccolo spessore dello strato limite, si ha: 
  2 2u u uu v gz y y   
               (8) 
Scrivendo m in luogo di  al primo membro e dalla (4):  m T T       , si ha 
infine: 
  2 2u u uu v g T Tz y y 
            (9) 
avendo posto m    = viscosità dinamica. 




L L T T
   

        (10) 
La (9) diviene. 
  2 2wu u uu v g T T L L    
           (11) 
Poniamo  
 20 wu g T T L         (12) 
con l’unica giustificazione che ha dimensioni m2/s2, cioè come il quadrato di una velocità, ed 
usiamolo per adimensionalizzare u e v ponendo: 





        (13) 




u u uu v
Lu
  
           (14) 
Ora tutti i termini sono adimensionali, compresa ovviamente la quantità 0Lu , essa si 





wg T T Lu L Numero di Grashof

 
       
L’equazione adimensionale del moto è dunque: 




1u u uu v
Gr
  
           (15) 
Accanto all’equazione del moto (15) entrano nel problema l’equazione di continuità e quella 
di bilancio di energia, che nelle condizioni considerate si scrivono: 
0u v
z y
           (16) 
2
2
T T Tu v
z y y
            (17) 
Che, introducendo le precedenti variabili adimensionali diventano: 
* *
0u v 







   
  
            (19) 
Notato che:  
10 0 2Pr Pru L u L Gr    











           (20) 
La distribuzione di temperatura  e di velocità è dunque determinata dalle equazioni 
adimensionali (15), (18) e (20) e dalle relative condizioni al contorno, la soluzione è unica per 
una data geometria, in essa appaiono i due parametri adimensionali Gr e Pr. Osserviamo di 
passaggio che nell’equazione del moto è presente la temperatura , non è quindi possibile 
risolverla indipendentemente dal bilancio di energia (come si fa nella convezione forzata). 
Una volta risolte le equazioni suddette si ha la distribuzione di temperatura, il flusso termico 
sulla superficie è quindi dato dalla legge di Fourier: 





Tk h T T
y 
         (21) 
Che in termini adimensionali si scrive: 
0 f




       (22) 
Si conclude che deve essere: 
 , PrNu f Gr      (23) 
La funzione f è determinata una volta assegnata la geometria del sistema. 
 
 
(*)Nota: Richiamo sulle equazioni di conservazione. 
Le equazioni (16), (17), (6) rappresentano rispettivamente la conservazione della massa, 
dell’energia, della quantità di moto scritte per il caso considerato. Esse rappresentano i 
“principi di conservazione” validi in qualunque punto di un sistema materiale. Per un fluido 
incompresibile ( = cost) si scrivono: 
0u   
2DT T
dt
   
2Dv p v g
Dt
        




         
e la seconda (bilancio di energia): 
2 2 2
2 2 2x y z
T T T T T T Tu u u
t x y z x y z
                       
La terza(bilancio di quantità di moto) è un’equazione vettoriale che equivale alle tre 
equazioni scalari (per le tre componenti): 
2 2 2
2 2 2
x x x x x x x
x y z x
v v v v v v vpv v v g
t x y z x x y z




y y y y y y y
x y z y
v v v v v v vpv v v g
t x y z y x y z
                                 
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2 2 2
2 2 2
xz z z z z z
x y z z
vv v v v v vpv v v g
t x y z z x y z
                               
L’equazione non è altro che la legge di Newton per il moto di un elemento di fluido dzdydz. 
Il termine a sinistra rappresenta l’accelerazione e la differenza fra quantità di moto entrante e 
uscente dall’elemento di volume, il secondo membro è la somma delle forze di pressione, di 
attrito viscoso e di gravità che agiscono sull’elemento di volume. 
Il caso qui considerato (parete verticale) si può considerare bidimensionale, si è posto  






   , da cui le equazioni usate nella precedente analisi. 
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Esercizi. 
1. Un tubo orizzontale di diametro d = 10 cm la cui superficie esterna è mantenuta a 
100°C è sospeso in aria stagnante a 0°C. Determinare le dispersione di calore per 
metro di tubo. 
 
Soluzione: 
La temperatura media del film è   Tm=1/2(Tw+T )=50 C. 















( ) (9.8)(0.0031)(100 0)(0.1)Pr (0.7) 7.6 10 .
(2 10 )
0.387{0.6 } 26.0
[1 (0.559 / Pr) ]
0.03 (26) 7.8( / )
0.1






g T T LRa
RaNu
k
h Nu W m K
D







    
  
  
    
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8.  
 
SCAMBIATORI DI CALORE.  
 
 
…per tutta la provincia del Catai 
hae una maniera di pietre nere che si 
cavan dalle montagne , che ardono come 
bucce, e tengono più lo fuoco che fan le 
legna. E mentonle la sera nel fuoco , s’elle 
s’aprendono bene, tutta la notte 
mantengono lo fuoco ; e per tutta la 
contrada del Catai non ardono altro 
Marco Polo, Il Milione 
 
 
In questo capitolo supporremo noto il coefficiente globale di scambio termico 
e faremo una serie di esempi di calcolo di apparecchiature facendo riferimento a 
situazioni di interesse nell’industria di processo, pur senza scendere nei dettagli 
costruttivi. Le apparecchiature nelle quali 
avviene uno scambio termico possono essere 
varie, ad esempio un reattore non adiabatico; 
considereremo dapprima apparecchiature in 
cui avviene semplicemente lo scambio di 
calore fra due fluidi, cioè gli scambiatori di 
calore. Il problema può essere quello di 
calcolare le temperature uscenti, nota l’area, 
le portate e le temperature entranti, o 
viceversa calcolare l’area di scambio, note le 
portate e le temperature. 
L’espressione cinetica: 
 1 2q U T T        (1) 
fornisce il flusso q (W/m2) in un punto in cui la differenza di temperatura di 
temperatura è T1-T2. Per avere la relazione fra le temperature entranti e uscenti 
occorre un modello fluidodinamico delle due fasi e la loro disposizione relativa. 
 
1





Fig. 1. Generico scambiatore di calore. 
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Le principali situazioni possono fondamentalmente ridursi a quelle 
rappresentate schematicamente in Fig. 2. Nel seguito verranno analizzate in 


























a) Scambio fra due fasi perfettamente miscelate: 
Dalla (1) si ha manifestamente: 
 1 2Q UA T T        (2) 
Rientra in questo caso lo scambio fra una fase perfettamente miscelata e un 
vapore puro condensante, ovvero lo scambio fra un vapore condensante e un 
liquido in ebollizione, o comunque situazioni in cui la temperature dei due fluidi 







































eT  f) 
Fig. 2. Varie situazioni di scambio termico:  
a) fra due fasi perfettamente miscelate,  
b) fra una fase perfettamente miscelata e una corrente monodimensionale, 
c) fra due correnti monodimensionali in equicorrente,  
d) fra due correnti monodimensionali in controcorrente, 
e) fra due correnti monodimensionali con disposizione mista,  
f) flussi incrociati. 
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b) Scambio fra fase perfettamente miscelata corrente monodimensionale. 
Facciamo riferimento, per concretezza, ad un tubo (ad esempio un serpentino) 
immerso in un reattore perfettamente miscelato e percorso da un fluido di 
raffreddamento, ma le considerazioni si applicano a tutte le situazioni simili, ad 






Per un tratto infinitesimo dz di corrente monodimensionale, cui corrisponde 
un’are di scambio dA si ha: 
 22 2 1 2P dTm C U T TdA         (3) 
e integrando: 
1 2






T T m C
          (4) 
Dalla (4) se sono date le temperature e la portata (cioè il calore da scambiare) 
si può calcolare l’area, o viceversa, se è data l’area e la temperatura di ingresso si 
può calcolare la temperatura di uscita 2uT . 














Moltiplicando ambo i membri per  2 2u eT T  al primo membro si ha la potenza 













Aggiungendo e togliendo T1 al numeratore si ha infine 
 1 2 mlQ UA T T        (5) 
con: 











    

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c) Scambio fra due correnti monodimensionali in equicorrente. 
Facciamo riferimento, per concretezza, ad uno scambiatore a tubi 
concentrici, in cui il fluido 1 percorre il tubo centrale e il fluido 2 lo spazio 
anulare in equicorrente, per entrambe le correnti adottiamo il modello di 
corrente monodimensionale (che poi vuol dire far riferimento alla temperatura 






Per un tratto infinitesimo dz, cui corrisponde un’are di scambio dA il bilancio 
per la corrente 1 è:: 
 11 1 1 2P dTm C U T TdA          (7) 
(si immagini che 1 sia il fluido caldo e 2 il fluido freddo, ma le equazioni vanno bene comunque) 
Per poter integrare la (7) occorre esprimere T2 in funzione di T1, cosa che può 
essere fatta mediante un bilancio fra l’ingresso della corrente 1 e la sezione 
generica: 
   2 2 2 2 1 1 1 1e eP Pm C T T m C T T         (8) 




m CT T T T
m C
         (9) 
Sostituendo nella (7): 




dT U T T T
dA m C
            (10) 






   ,  rapporto fra le capacità 
termiche delle due correnti. Eseguendo l’integrale: 
   1 2 1






T T T UA
T T m C




1 2 1 1
2 2
1 2 1 1
ln 1




m CT T T T
m C UA














T T m C
























Moltiplicando per  1 1e uT T  a sinistra si ha la potenza termica scambiata: 










Q m C T T UA
T T
T T
    

   
Ma, considerato che     1 1 1 1 2 2 2 2e u u eP Pm C T T m C T T    
          1 11 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2
2 2
1e u e u e u e u u e e e u uP
P
m CT T T T T T T T T T T T T T
m C
               
Segue: 
 1 2 mlQ UA T T       (13) 
Essendo: 




e e u u
ml e eml
u u




      

    (14) 





C. Gostoli, PIC 2010 8.  Scambiatori di calore. 6
d) Scambio fra due correnti monodimensionali in controcorrente. 
Facciamo riferimento, per concretezza, ad uno scambiatore a tubi 
concentrici, in cui il fluido 1 percorre il tubo centrale e il fluido 2 lo spazio 
anulare in controcorrente, per entrambe le correnti adottiamo il modello di 
corrente monodimensionale (che poi vuol dire far riferimento alla temperatura 





Per un tratto infinitesimo dz, cui corrisponde un’are di scambio dA il bilancio 
per la corrente 1 è:: 
 11 1 1 2P dTm C U T TdA          (15) 
(si immagini che 1 sia il fluido caldo e 2 il fluido freddo, ma le equazioni vanno bene comunque) 
Per poter integrare la (15) occorre esprimere T2 in funzione di T1, cosa che può 
essere fatta mediante un bilancio fra l’ingresso della corrente 1 e la sezione 
generica: 
   2 2 2 2 1 1 1 1u eP Pm C T T m C T T         (16) 




m CT T T T
m C
         (17) 
Sostituendo nella (15):  




dT U T T T
dA m C
            (18) 






   ,  rapporto fra le capacità 
termiche delle due correnti. Eseguendo l’integrale: 
   1 2 1






T T T UA
T T m C




1 2 1 1
2 2
1 2 1 1
ln 1




m CT T T T
m C UA
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 1 2






T T m C














Moltiplicando per  1 1e uT T  a sinistra si ha la potenza termica scambiata: 










Q m C T T UA
T T
T T
    

   
Ma, considerato che     1 1 1 1 2 2 2 2e u u eP Pm C T T m C T T    
          1 11 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2
2 2
1e u e u e u e u u e e u u eP
P
m CT T T T T T T T T T T T T T
m C
               
Segue: 
 1 2 mlQ UA T T        (21) 
 
Essendo: 




e u u e
ml e uml
u e




      

    (22) 
La media logaritmica della differenza di temperatura lungo lo scambiatore. 
 
Conclusione: in tutti i casi fin qui esaminati si può scrivere. 
 mlQ UA T        (23) 
In cui  mlT  è la media logaritmica della differenza di temperatura fra i due 
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Esempi 
1: Miscelato / miscelato, stazionario. 
Per un reattore continuo a tino perfettamente miscelato operante a 90°C in cui avviene una 
reazione esotermica è stato calcolato il volume V = 3 m3 e la potenza termica da scambiare 
480Q kW . Si dispone di acqua di raffreddamento a 28°C, si impone che la temperatura di 
uscita non superi 50°C. 
Calcolare la portata di acqua e verificare se è possibile utilizzare una camicia, per la 










La portata di acqua è data da un semplice bilancio termico: 








s hkJC T T K
kgK
       
  
Si suppone che l’acqua nella camicia abbia temperatura uniforme (cioè sia perfettamente 
miscelata), l’area di scambio necessaria è quindi: 





   

 
Usando un reattore con altezza pari al diametro (H = D), il diametro sarebbe: 
1
34 1.56VD m
     . L’area laterale è: 
27.67dispA DH m  , se si sfruttasse anche l’area del 




DA DH m    , comunque insufficiente. 









DA DH m    , comunque 
sensibilmente inferiore all’area richiesta.  
Si conclude che non è possibile asportare il calore di reazione con una camicia. Si potrebbe 
è vero abbassare la temperatura di uscita dell’acqua aumentandone la portata, ma ciò 
renderebbe difficile la regolazione, non essendoci più margini per aumentare lo scambio in 
caso di necessità. Molto meglio ricorrere ad un serpentino con un’area adeguata. 
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2: Miscelato / corrente monodimensionale, stazionario. 
Per un reattore continuo a tino perfettamente miscelato operante a 90°C in cui avviene una 
reazione esotermica è stato calcolato il volume V = 3 m3 e la potenza termica da scambiare 
480Q kW . Si dispone di acqua di raffreddamento a 28°C. Calcolare la portata di acqua e 
progettare un serpentino assumendo un coefficiente di scambio U = 1200 W/m2K ed 
imponendo che la temperatura di uscita dell’acqua non superi 50°C.  
Soluzione:  





  , La differenza di temperatura media logaritmica è: 
       90 28 90 50











         

 








Dalla (4) si può ricavare l’andamento della temperatura Tw 






0 2 4 6 8








Per completare l’esercizio si può fissare una velocità ragionevole per l’acqua, ad esempio 
1.5 m/s, ottenendo un diametro di 6.6 cm e una lunghezza di circa 38 m, che può essere 
realizzato con 8 spire di 1.5 m di diametro. 
 
T
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3: Due correnti monodimensionali, 
equicorrente, stazionario. 
Calcolare la portata di acqua e l’area di 
uno scambiatore in equicorrente per 
raffreddare un fluido con i dati in tabella. 
Indicare inoltre l’andamento delle 




La potenza termica da scambiare è: 
     1 1 1 5 3800 120 60 1140e uP wQ m C T T kW       








s hC T T
  
  
La differenza di temperatura media logaritmica e l’area sono: 





e e u u
ml e e
u u













L’andamento della temperatura T1 lungo lo scambiatore può essere ricavato dalla (10), 
scrivendo T1 generico in luogo di 1
uT  e considerando A variabile fra 0 e il valore totale; il 
corrispondente valore di T2 è fornito dal bilancio (9). Si ha: 
 
 
La figura mostra l’andamento delle temperature delle due correnti. Il grafico è stato 
prolungato oltre il valore dell’area calcolata (A=25.7 m2) per mostrare che prolungando lo 





















Per A → ∞ si ha 1 2u u uT T T  , il valore della temperatura limite è dato dal bilancio globale: 
   2 2 2 1 1 1e eP Pm C T T m C T T           ;       1 1 1 2 2 2





m C T m C TT C
m C m C
  
 
   
     1 2 1 1 2 1 1
1 1
1
e e e e
P
U AT T T T T E xp
m C
 
              
Fluido caldo (1) 
           Portata  5 kg/s 
           Calore specifico 3800 J/kgK 
Temperatura d’ingresso 120°C 
           Temperatura d’uscita 60°C 
Fluido freddo (2) 
Temperatura d’ingresso 28°C 
           Temperatura d’uscita 50°C 
           Calore specifico 4186 J/kgK 
Coefficiente globale di 
scambio termico 
1200 W/m2K 
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4: Due correnti monodimensionali, 
controcorrente, stazionario. 
Calcolare la portata di acqua e l’area di uno 
scambiatore in controcorrente per raffreddare 
un fluido con i dati in tabella. Indicare inoltre 
l’andamento delle temperature delle due 
correnti lungo lo scambiatore. 
Soluzione: 
La potenza termica da scambiare è: 
     1 1 1 5 3800 120 60 1140e uP wQ m C T T kW     








s hC T T
  
  
La differenza di temperatura media logaritmica e l’area sono: 





e e u u
ml e e
u u













L’andamento della temperatura T1 lungo lo scambiatore può essere ricavato dalla (19), 
scrivendo T1 generico in luogo di 1
uT  e considerando A variabile fra 0 e il valore totale; il 
corrispondente valore di T2 è fornito dal bilancio (15). Si ha: 




u e e u
P
UAT T T T T Exp
m C
 
              
    ;       2 2 1 1u eT T T T    





















Si noterà che l’area necessaria con lo scambiatore in controcorrente è inferiore a quella dello 





Fluido caldo (1) 
           Portata  5 kg/s 
           Calore specifico 3800 J/kgK 
Temperatura d’ingresso 120°C 
           Temperatura d’uscita 60°C 
Fluido freddo (2) 
Temperatura d’ingresso 28°C 
           Temperatura d’uscita 50°C 
           Calore specifico 4186 J/kgK 
Coefficiente globale di 
scambio termico 
1200 W/m2K 
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5. Miscelato / Miscelato, discontinuo 
(Sterilizzazione con camicia). 
Un fermentatore agitato munito di camicia 
viene riempito con 1 m3 di terreno di coltura 
a 25°C. Si provvede quindi alla 
sterilizzazione portando il terreno a 121°C 
mediante vapore saturo secco inviato nella 
camicia. Calcolare il consumo di vapore e il 




Il consumo di vapore si ha da un semplice bilancio termico: 
 0P finV C T T V     0 199.13P finV C T TV kg 
   
La temperatura nella camicia è uniforme (la temperatura Tc di 
condensazione del vapore) e costante nel tempo. Anche la 
temperatura T del terreno di coltura è uniforme (se si ammette 
che sia perfettamente miscelato) ma variabile nel tempo. Si ha 
quindi scambio termico fra due fasi perfettamente miscelate, per 
cui:    CQ UA T T   
Il bilancio termico per il terreno è:  P CdTV C UA T Tdt    
da cui:  
0ln C
C fin P
T T UA t
T T V C
       (24) 
   
  0
1 1100 4100 130 25ln ln 3077.7 51.3min
900 4 130 121
CP
C
T TV Ct s
UA T T
        
L’andamento nel tempo della temperatura si ricava dalla (24), scrivendo T in luogo di Tfin: 
 0C C
P
UAT T T T Exp t
V C



















Volume terreno 1 m3 
densità 1.1 g/cm3 
Calore specifico 4.1 kJ/kgK 
Coefficiente globale di 
scambio termico 
900 W/m2K 
Area camicia 4 m2 
Temperatura di condensazione 
del vapore 
130°C 
Calore latente 2174.2 kJ/kg 
Temperatura iniziale 25°C 
Temperatura finale 121°C 
V     T 
TC 
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UAV C tT T
T T
   

 








V C T T Q UA tT T
T T
    

  aggiungendo e togliendo TC: 





T T T T
Q UA tT T
T T
   

   
Ovvero:   C mlQ UA T T t   
È come se durante il tempo t il flusso fosse mediamente: 
 med C mlQ UA T T   
 
6. Sterilizzazione in discontinuo con serpentino. 
Un fermentatore agitato munito di serpentino viene riempito 
con 1 m3 di terreno di coltura a 25°C. Si provvede quindi alla 
sterilizzazione portando il terreno a 121°C mediante vapore 
saturo secco inviato nel serpentino. Calcolare il consumo di 
vapore e il tempo di riscaldamento, stessi dati dell’esercizio 5. 
Soluzione: 
L’esercizio è identico al precedente, infatti la temperatura di 
condensazione del vapore è comunque costante. Ovviamente 
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7. Miscelato / Miscelato, discontinuo  
(Raffreddamento con camicia). 
Un fermentatore agitato munito di 
camicia contenente 1 m3 di terreno 
di coltura è stato sterilizzato a 
121°C. Si procede quindi al 
raffreddamento inviando acqua 




È uno scambio termico fra due fasi 
perfettamente miscelate, infatti la temperatura T del terreno e la temperatura nella camicia, Tw, 
sono uniformi (o meglio si assume che lo siano), però entrambe sono variabili nel tempo.  Il 
bilancio per il terreno è: 
 P wdTV C Q UA T Tdt            (25) 
Tuttavia la temperatura Tw dell’acqua nella camicia è incognita e variabile nel tempo, prima di 
procedere all’integrazione occorre esprimere Tw in funzione di T e della temperatura entrante 
scrivendo il bilancio per l’acqua di raffreddamento.    ew Pw w w wm C T T UA T T        ew w w
w Pw
UAT T T T
m C















T T T TT T T  
         1 ewUAQ T T   
Sostituendo nella (25): 















T T UA t
T T V C 








     
   
  800 4121 28 1ln
35 28 1 1100 4100 1.3189
t 
  t = 4808.2 s = 80.13 min. 
L’andamento nel tempo della temperatura del terreno e nella camicia è: 
 0 1 1e ew w P
U AT T T T Exp t
V C 

























Volume terreno 1 m3 
densità 1.1 g/cm3 
Calore specifico 4100 J/kgK 
Coefficiente globale di 
scambio termico 
800 W/m2K 
Area camicia 4 m2 
Temperatura di ingresso 
dell’acqua 
28°C 
Portata di acqua 2.4 kg/s 
Temperatura iniziale 121°C 
Temperatura finale 35°C 
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8. Miscelato / monodimensionale, discontinuo. 
(Raffreddamento con serpentino). 
Un fermentatore agitato munito di serpentino, 
contenente 1 m3 di terreno di coltura è stato 
sterilizzato a 121°C. Si procede quindi al 
raffreddamento inviando acqua nel serpentino. 
Calcolare il tempo di raffreddamento. 
 
Soluzione:  
In questo caso si ha scambio termico fra 
una fase perfettamente miscelata e una 
corrente monodimensionale, infatti la 
temperatura T del terreno è uniforme (ma variabile nel tempo), mentre la temperatura 
dell’acqua all’interno dal serpentino è variabile anche nello spazio (fra ingresso e uscita). 
La situazione appare abbastanza complessa, si ha infatti T(t) e Tw(z,t). Tuttavia il volume del 
terreno di coltura è presumibilmente molto maggiore del volume del serpentino, in altre parole 
in un tempo pari al tempo di permanenza nel serpentino, la variazione di temperatura del 
terreno è trascurabile. Si può cioè assumere che in ogni istante lo scambio termico sia lo stesso 
che si avrebbe se la temperatura del terreno fosse costante. Si può cioè scrivere: 
mlQ UA T         
ln ln
e u u e





T T T T T TT
T T T T
T T T T
      
 
 
Occorre però esprimere Twu e quindi Tml in funzione di T e Twe  mediante il bilancio per 
l’acqua di raffreddamento:  u ew Pw w w mlm C T T UA T    da cui  ln ewu
w w Pw
T T UA
T T m C
  
 
  w PwUAm Cu ew wT T T T e            1 w PwUAm Ce u ew w wT T T T T T e         
  

































Scriviamo per semplicità:  ewQ T T   
Il bilancio per il terreno è: 






T T V C







T T V C








2.4 41811 2.4 4181 1 3025w Pw
UA
m C
w Pwm C e e
                
  
   
35 28 3025ln
121 28 1 1100 4100
t     t = 3856 s = 64.3 min. 
 
Volume terreno 1 m3 
densità 1.1 g/cm3 
Calore specifico 4100 J/kgK 
Coefficiente globale di 
scambio termico 
900 W/m2K 
Area serpentino 4 m2 
Temperatura di ingresso 
dell’acqua 
28°C 
Portata di acqua 2.4 kg/s 
Temperatura iniziale 121°C 
Temperatura finale 35°C 
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9. Sterilizzazione in continuo. 
Un prodotto alimentare viene sterilizzato con l’impianto in Figura: Assumendo T0 = 20°C 
ed avendo stabilito di effettuare la sterilizzazione a T2 = 130°C, con riferimento a 100 L/h di 
prodotto, si calcoli il consumo di vapore e l’area dello scambiatore S1 per diversi valori della 












Fissata la temperatura T1, il consumo di vapore si ha da un bilancio termico su S2: 
     2 1PmC T TV 
   
La temperatura T3 si ha da un bilancio su S1: 
   1 0 2 3P PmC T T mC T T     
Si osservi che, nell’ipotesi di perfetta controcorrente, essendo la capacità termica dei due fluidi 
uguale (è lo stesso fluido), il T lungo lo scambiatore è costante: 
3 0 2 1T T T T T      












90 100 110 120 130





























Schema di impianto di sterilizzazione continuo.  
S1 = recuperatore di calore 
S2 = scambiatore a vapore 
TS = tubo di sosta 
S3 = refrigerante 
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A commento si rileva l’enorme risparmio di vapore rispetto ad una sterilizzazione in 
discontinuo (vedi esempi 5 e 6) in cui non si fa alcun recupero. In tal caso il consumo di vapore 
per 100 kg/h di prodotto sarebbe      2 1 100 4.186 130 20 21.5 /
2144
PmC T TV kg h
    , 
mentre con lo schema in continuo, adottando T1 = 125°C (T = 5°C) il consumo di vapore è 
circa 1 kg/h. a ciò si aggiunga il risparmio di refrigerante in S3 e la migliore qualità del 
prodotto dovuto ai brevi tempi di trattamento. 
Ovviamente maggiore è la temperatura T1, minore è il consumo di vapore, d’altro canto 
all’aumentare di T1 aumenta l’area dello scambiatore S1 (che tende a ∞ per T1 → 130°C). Con 
l’attuale livello dei costi energetici la tendenza è di massimizzare il recupero di calore 
lavorando con bassi T (dell’ordine di 5°C). 
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Esercizi proposti. 
 
1.  Equi – Controcorrente:  
Calcolare l’area di uno scambiatore in equicorrente e uno in controcorrente per riscaldare 
una portata di 3.6 m3/h di acqua da 20°C a 40°C usando una ugual portata di acqua calda a 
70°C. Il coefficiente globale di scambio termico è stato valutato 1000 W/m2K. Calcolare 
l’area di scambiatore per le due configurazioni, tracciare qualitativamente i profili di 
temperatura e commentare. 
[R.: Aec = 3.37 m2   ; Acc = 2.79 m2] 
 
2.Equi – Controcorrente: 
Con riferimento ai dati in tabella, 
calcolare l’area di scambio necessaria 
nelle configurazioni di equicorrente e 
controcorrente  
Tracciare qualitativamente i profili di 
temperatura e commentare. 
 
[R:: Aec = 0.7 m2  ; Acc = 0.65 m2] 
 
3. Incrostazioni. 
Uno scambiatore in controcorrente per riscaldare acqua da 20°C a 80°C con un olio 
diatermico è stato progettato per un flusso termico di 3000 W con temperature dell’olio: 
ingresso 160°C, uscita 140°C, ipotizzando un coefficiente di scambio di 500 W/m2K. Dopo 
un certo periodo di funzionamento con le stesse portate di progetto si osserva che l’acqua 
esce a 65°C (probabilmente a causa delle incrostazioni). Calcolare il coefficiente di scambio 
e la temperatura di uscita dell’olio. 
[R.: U = 338.6 W/m2K. ; Tu = 145°C]. 
 
4. Tubo in tubo. 
Una portata 7200 /m kg h  di fluido organico di calore specifico 1.6 kJ/kg K viene 
raffreddata da 95°C a 55°C, in uno scambiatore di calore a tubi concentrici in 
controcorrente, mediante una portata di 2.16 m3/h di acqua entrante alla temperatura di 
20°C. Il fluido organico scorre nell’intercapedine, mentre l’acqua scorre nel tubo, di 
diametro interno di = 25 mm ed esterno do = 30 mm. Il coefficiente di convezione lato fluido 
organico vale ho = 1000 W/m2K, e quello lato acqua hi = 6350 W/m2K 
Calcolare la temperatura di uscita dell’acqua e l’area di scambio. 
 [R.: 71°C  ;  5.07 m2] 
 
5. Condensatore. Un fluido condensa alla temperatura costante di 80°C  in un condensatore 
di superficie A = 1.25 m2 utilizzando una portata di acqua di raffreddamento 1.8 kg/s che si 
riscalda dalla temperatura di 20°C alla temperatura di 40°C. 
Calcolare il calore scambiato e il coefficiente di scambio termico. 
[R.: 150.7 kW  ;  2440 W/m2K] 
 
6. Condensatore. Una portata di 180 kg/h di vapor d’acqua saturo secco alla temperatura di 
100 °C condensa isobaricamente fino allo stato di liquido saturo, scambiando calore con una 
portata d’acqua di 3.6 m3/h entrante alla temperatura di 20°C.  
Assumendo U = 1400 W/m2K, calcolare: 
- il calore scambiato. 
- la temperatura di uscita dell’acqua. 
 - l’area di scambio necessaria. 
[R.: Q = 112.8 kW, Twu = 46.9°C, Tml = 65.6°C;  A= 1.228 m2] 
Fluido caldo Olio 
           Portata 1800 kg/h 
          Calore specifico 2.1 kJ/kgK 
Temperatura di ingresso 90°C 
          Temperatura di uscita 50°C 
Fluido freddo Acqua 
          Portata 3.6 m3/h 
Temperatura di ingresso 20°C 
Coefficiente globale di 
scambio termico
1500 W/m2K 




Che bella cosa na jurnata 'e sole. …… 
Ma n'atu sole 
cchiu' bello, oi ne'. 
'o sole mio 
sta 'nfronte a te! 




Tutto ciò che sulla terra vive e si muove lo deve al sole; esso ci manda grandi 
quantità di energia, da grande distanza, attraverso lo spazio vuoto. Un fenomeno 
simile accade se ci poniamo davanti ad un caminetto acceso. È dunque esperienza 
comune che corpi incandescenti emettono calore (meglio dire energia) che si 
trasmette ai corpi circostanti senza che vi sia contatto diretto; tale flusso di 
energia può attraversare zone a temperatura più bassa (è il caso della radiazione 
solare che raggiunge la terra dopo aver attraversato gli strati superiori 
dell’atmosfera a temperature ben più basse della superficie terrestre). 
L’irraggiamento interessa solo corpi incandescenti, come gli esempi citati 
sembrano suggerire? No, per verificarlo immaginiamo il 
seguente esperimento: un oggetto a temperatura T1 
viene sospeso in una cavità la cui superficie è 
mantenuta ad una temperatura costante T e in cui sia 
stato fatto il vuoto. Si può verificare che dopo un certo 
tempo l’oggetto raggiunge la temperatura T della 
superficie della camera. Ciò significa che una certa 
quantità di energia è stata trasferita dall’oggetto alla 
superficie della camera (o viceversa) attraverso il vuoto. Tale trasferimento 
continua fino a che fra i due oggetti vi è una differenza di temperatura [il II 
principio della termodinamica vale anche per l’irraggiamento!]. L’esperimento 
può essere fatto per qualsiasi valore di T1 e T, dunque qualunque corpo, a 
qualsiasi temperatura, emette ed assorbe energia radiante. 
Il “trasferimento di calore” per irraggiamento avviene mediante onde 
elettromagnetiche emesse ed assorbite dai corpi. Si tratta di onde di un certo 
campo di frequenze, la cui emissione avviene a spese dell’energia interna e il cui 
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Fig. 1. Radiazioni elettromagnetiche. 
 
assorbimento incrementa l’energia interna (il corpo che emette tende a 
raffreddarsi e il corpo che assorbe a riscaldarsi). 
Domanda (idiota): È noto che le onde elettromagnetiche si propagano alla velocità della 
luce, si può concludere che il trasferimento di calore per irraggiamento fra due corpi a distanza 
di qualche metro è praticamente istantaneo? O ha senso parlare di cinetica del trasferimento? 
A questo punto è opportuno qualche breve richiamo sulle onde 
elettromagnetiche. [più opportuno sarebbe riprendere in mano un buon libro di Fisica]. 
Le onde elettromagnetiche son caratterizzate dalla lunghezza d’onda , , e 
dalla frequenza, ; le due grandezze sono inversamente proporzionali: 
c         (1) 
in cui c è la velocità della luce. Nel vuoto c = 2.998 108 m/s, in mezzi materiali la 
velocità si abbassa e così la lunghezza d’onda, ma non la frequenza, che dipende 
solo dalla sorgente. 
La lunghezza d’onda delle onde 
elettromagnetiche varia in un ampio 
campo, da 10-10 m (raggi cosmici) a 
oltre 1010 m (onde radio). La 
radiazione termica comprende 
lunghezze d’onda da 0.1 a 100 m, 
comprende quindi l’infrarosso (0.76 
– 100m) , il visibile (0.40 - 0.76 
m) e parte dell’ultravioletto. 
L’emissione di onde in questa 
banda dello spettro è legata alle 
vibrazioni delle particelle costituenti 
la materia e quindi aumenta 
all’aumentare della temperatura.  
La temperatura influisce non solo 
sull’intensità dell’emissione, ma 
anche sulla distribuzione di 
frequenze. Una semplice prova di ciò 
è che se si riscalda un pezzo di 
metallo, questo diventa visibile al 
buio (cioè emette radiazioni nel 
visibile) solo ad alta temperatura 
(circa 800°C), a temperature inferiori 
emette radiazioni, ma nel campo 
infrarosso, non rilevabili dall’occhio.  
Il sole, che è una sorgente ad altissima temperatura, emette prevalentemente 
fra 0.1 e 3 m, e quasi la metà della radiazione solare è nella banda del visibile. 
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Emissione e assorbimento, Kirchhoff 
Indichiamo con E (W/m2) l’ Emissione : ovvero la potenza emessa da un 
corpo per unità di superficie. In generale essa comprende varie lunghezze d’onda, 
si può allora definire una  
Emissione monocromatica E (W/m2m) tale che Edrappresenti la potenza 
irradiata nell’intervallo  – +dper unità di area. Ovviamente 
0
E E d 

  .  
Sia poi G (W/m2) la Potenza termica 
incidente su una superficie; come sopra si può 
definire G ,con riferimento a una particolare 
lunghezza d’onda. La radiazione incidente 
viene assorbita, riflessa, e/o trasmessa, si 
definisce quindi: 
a = coefficiente di assorbimento 
r = coefficiente di riflessione 
t = coefficiente di trasmissione 
Ovviamente  a+r+t = 1.  
I coefficienti così definiti si riferiscono alla potenza totale, com’è noto 
radiazioni di diversa lunghezza d’onda si comportano in modo diverso, si 
possono quindi definire a, r , t riferendosi alle singole lunghezze d’onda. 
Normalmente (salvo avviso contrario) si ha a che fare con corpi opachi, in cui 
non c’è la componente trasmessa. Per tali corpi l’irraggiamento è un fenomeno 
essenzialmente superficiale e si ha a+r = 1. 
Ci chiediamo ora: esiste una qualche relazione fra il potere emissivo di 
una corpo e il suo potere assorbente ? cioè fra E ed a, oppure fra E ed a. 
Per rispondere a questa domanda immaginiamo il seguente esperimento: 
consideriamo una pallina di metallo perfettamente lucido per la quale si abbia a = 
0.1 e una pallina dello stesso metallo molto ossidata o magari annerita con 
nerofumo, per la quale si abbia a = 0.9. Tanto per intenderci chiamiamo “Bianca” 
la prima pallina e “Nera” la seconda, anche se non è il colore che conta (le 
radiazioni non sono soli visibili, ma anche infrarosse). 
Poniamo le due palline in cavità identiche (o nella stessa cavità in tempi 
diversi) mantenute alla stessa temperatura T.  
Come prima visto, le due palline si portano entrambe alla temperatura T della 
superficie della cavità. In questa condizione di equilibrio termico l’energia 
assorbita da una pallina deve essere pari all’energia emessa dalla pallina stessa. 
 













Non v’è dubbio che la radiazione incidente sulle due palline sia la stessa, dato 
che le due cavità sono identiche, indichiamola con  PGA . Le due palline però ne 
assorbono una frazione diversa, per l’equilibrio termico fra pallina e cavità deve 
quindi essere: 
 P B B PGA a E A    P N N PGA a E A  
con AP = area della palline, aB, aN, EB, EN  = coefficienti di assorbimento ed 





         
Cioè la pallina nera, che assorbe di più, deve anche emettere di più. 
Potremmo ripetere l’esperimento con palline di diverso colore (cioè diversi 
valori di a) giungendo alla stessa conclusione. Dunque il rapporto E/a è lo stesso 
per tutti i materiali, potrebbe ovviamente dipendere da T. 
Ovviamente le palline emettono radiazioni di varie lunghezze d’onda; è 
possibile che valga l’uguaglianza di E/a per tutte le lunghezze d’onda e non per 
ciascuna di esse? Si può facilmente verificare che se così fosse sarebbe possibile 
portare calore da una temperatura più bassa una più alta. Volendo si può pensare 
di ripetere l’esperimento con cavità diverse che emettano in un diverso campo di 
lunghezze d’onda e verificare che in ogni caso si raggiunge l’equilibri termico. 
L’eguaglianza di E/a deve quindi valere per le singole lunghezze d’onda. 
In conclusione il rapporto 




       (1) 
è una funzione universale. 
La (1) costituisce la legge di Kirchhoff: il rapporto fra potere emissivo 
ed assorbente, ad una data lunghezza d’onda e temperatura, è lo 
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Il valore massimo possibile di emissione si ha per a = 1. Un tale corpo ideale, 
che assorbe tutti i raggi incidenti, si dice corpo nero. La (1) si può allora 
scrivere: 
 , ,nE E Ta        (2) 
con  , ,nE T  = emissione del corpo nero. Il corpo nero non è qualcosa di 
realmente esistente, ma rappresenta il limite massimo possibile per l’emissione di 
tutti i corpi reali. 
La potenza irradiata da una superficie reale è sempre inferiore alla potenza 
irradiata dal corpo nero alla stesa temperatura. Per ogni lunghezza d’onda, un 
corpo reale emette una frazione dell’energia emessa dal corpo nero pari al proprio 
coefficiente di assorbimento a.  
NOTA: può sembrare contrario al senso comune che un corpo nero sia quello con la massima 
emissione; siamo portati a credere che un corpo appare nero perché non emette nulla, in realtà 
esso appare nero perché non riflette nulla, cioè assorbe tutte le radiazioni incidenti. 
 
Ma lasciamo ora la parola a Kirchhoff. 
Kirchhoff G., Sopra un nuovo teorema della teoria del calorico, Il Nuovo 
Cimento, 11,1(1860)341-349. 
Un corpo manda raggi calorifici. … Noi non sentiamo i raggi 
calorifici che presso corpi assai caldi, ma non ha dubbio che ogni corpo 
ad ogni temperatura ne mandi, essi però sono tanto meno potenti 
quanto più bassa è la temperatura del corpo. Col mandare raggi 
calorifici il corpo perde del suo calorico: la sua temperatura deve 
quindi abbassarsi, se la perdita non è compensata.  
Un corpo che è per ogni verso circondato da altri corpi ugualmente 
caldi non altera la sua temperatura: in esso la perdita per irradiazione 
è appunto compensata dai raggi che gli vengono d’ogni intorno e che 
sono in parte da lui assorbiti. La quantità di raggi che il corpo accoglie 
deve essere in questo caso esattamente uguale a quella che il corpo 
lascia sfuggire.  
Ciò dev’essere vero qualunque sia la natura del corpo che si 
considera: epperciò più un corpo irradia, più deve assorbire calorico. I 
fisici danno il nome di potere emissivo alla intensità de’ raggi che un 
corpo manda, e dicono potere assorbente la frazione che esprime qual 
parte assorba de’ raggi termici che su di lui cadono. Con ciò possiamo 
stabilire , in seguito a quel che si disse, che più grande è il potere 
emissivo d’un corpo, tanto più considerevole ne è pure l’assorbente. Una 
considerazione più attenta ci conduce alla conclusione che il rapporto 
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fra il potere emissivo e l’assorbente per una medesima temperatura sia 
costante, e per tutti i corpi identico. …. 
La legge ora esposta non è però vera se non con la condizione che i 
raggi siano tutti d’una medesima natura…… 
Ora da molto tempo è stato riconosciuto come v’abbiano raggi 
calorifici di natura differente, che sono in varie proporzioni assorbiti 
dai diversi corpi. Vi sono raggi termici lucidi ed oscuri … anzi, la 
varietà e molteplicità delle maniere dei raggi termici non è minore di 
quella de’ raggi luminosi   ….. i fisici sono stati condotti ad ammettere 
che la luce e il calorico raggiante siano un’istessa cosa in sostanza, e 
quella sia un caso particolare di questo. I raggi oscuri di calorico si 
distinguono dai luminosi, nello stesso modo che i raggi differentemente 
colorati si distinguono gli uni dagli altri, cioè per la durata della 
vibrazione, la lunghezza della ondulazione, la rifrangibilità. …… 
Il principio di proporzionalità fra potere emissivo ed assorbente 
esiste pe’ raggi di qualsiasi natura, che parton da corpi, purché noi 
stabiliamo la nozione di potere emissivo ed assorbente applicandola a 
raggi omogenei fra loro. 
Kirchhoff introduce anche il concetto di corpo nero:  
… si possano immaginare corpi, i quali sotto una spessezza modica 
assorbano tutti i raggi che cadano su di loro, ossia che abbiano un 
potere assorbente 1.  … i corpi neri … quali esistono in realtà non 
adempiono questa condizione che approssimativamente: essi riflettono 
una parte de’ raggi che cadono sopra di loro.    
 
Kirchhoff anticipa in qualche modo la legge dello 
spostamento di Win, ove osserva:   
Quando noi riscaldiamo un dato corpo, es. un filo di platino, … esso 
da principio non manderà che raggi oscuri; giunto alla temperatura 
dell’arroventamento incipiente cominciano a mostrarsi raggi rossi 
visibili, più inanzi .. s’aggiungono raggi gialli, ad una temperatura più 
alta vengono in scena raggi verdi ecc. ecc. finché il filo diventa 
incandescente, cioè manda raggi di tutte le specie contenute nello 
spettro … 
  Tutti i corpi devono cominciare ad essere roventi alla stessa 
temperatura, prendendo i colori rosso, giallo, verde ecc. al medesimo 
grado di calore. ..L’intensità de’ raggi d’un dato colore che un corpo 
mette fuori può però essere molto differente: essa è secondo l’equazione 
(1) proporzionale al potere assorbente. Quanto più un corpo è 
trasparente, tanto meno esso luce. 
Nota ancora:  
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.. gli spettri di tutti i corpi opachi arroventati sono continui: essi non 
contengono né linee oscure né linee lucide…. 
 
Lo studio della radiazione termica (il problema del corpo nero) ha giocato un 
ruolo centrale nello sviluppo della fisica, portando all’inizio del XX secolo alla 
nascita della meccanica quantistica. La storia inizia dal citato lavoro di Kirchhoff 
e si compie (o almeno ha un a tappa fondamentale) con il lavoro di Planck del 
1900. 
Per un certo periodo il corpo nero è rimasto un 
concetto, immaginato come limite per corpi 
reali, a un certo punto (nel 1899) è stato 
costruito un oggetto che approssima molto da 
vicino il comportamento del corpo nero ideale. 
Esso è costituto di una cavità con un piccolo 
foro. Con ogni evidenza un raggio che entri nel 
foro ha una bassissima probabilità di uscirne 
dopo ripetute riflessioni sulla superficie della 
cavità, ancora più bassa se la superficie è 
annerita in modo da avere un alto coefficiente 
di assorbimento. La superficie del forellino si comporta quindi con ottima 
approssimazione come una superficie nera. Mantenendo la cavità a temperatura 
costante, essa contiene una radiazione stazionaria isotropa. 
 
Fig. 2. L’area del foro di una 
cavità si comporta come 
un corpo nero. 
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Leggi del corpo nero. 
La potenza termica emessa per unità di superficie da un corpo nero è 
proporzionale alla quarta potenza della temperatura assoluta (legge di Stefan 
Boltzmann): 
4 8 2 4; 5.67 10nE T Wm K         (2) 
Tale legge è stata proposta da Stefan nel 1879 sulla base di dati sperimentali e 
successivamente ricavata da Boltzmann con considerazioni termodinamiche. 
La (2) fornisce la potenza totale, cioè comprensiva di tutte le frequenze 
emesse; è interessante considerare la distribuzione delle frequenze (o delle 
lunghezze d’onda), cioè la funzione En, tale che En,drappresenta la potenza 
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Lo spettro è continuo, per una fissata temperatura la potenza emessa aumenta 
con la lunghezza d’onda fino a raggiungere un massimo per poi decrescere. 
All’aumentare della temperatura il massimo si sposta verso lunghezze d’onda più 
corte (linea tratteggiata in Fig. 3). La lunghezza d’onda di massima emissione è 
legata alle temperatura dalla legge di spostamento di Wien: 
  2898E MaxT m K       (3) 
Corpi opachi, non neri, danno spettri di emissione qualitativamente simili a 
quello di Fig. 3, ma per ogni lunghezza d’onda ed ogni temperatura l’emissione 
del corpo nero è la massima possibile. 
Lo spettro di emissione del corpo nero e la legge dello spostamento sono stati 
determinati con grande precisione dai fisici nelle ultime decadi del IXX secolo. Si 
Fig. 3. Spettro di emissione 
del corpo nero a 
diverse temperature. (i 
punti sono stati messi 
unicamente per distinguere le 
linee). 
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è quindi posto il problema di spiegare tale spettro con le leggi note, cioè la 
meccanica Newtoniana e l’elettromagnetismo (ciò che ora si chiama la fisica 
classica). 
La conclusione è che la fisica classica prevede uno spettro assai diverso da 
quello di Fig. 3, in particolare prevede che En aumenti in modo monotono con la 
frequenza. L’equazione di Rayleigh-Jeans (Fig. 4) è in buon accordo con i dati 
sperimentali per alte lunghezze d’onda, ma prevede che En tenda a infinito per  
tendente a zero. In sostanza ad ogni temperatura il corpo dovrebbe emettere raggi 
Ultravioletti, X, , e la potenza emessa dovrebbe essere infinita; tale paradosso è 




Fig. 4. spettro di emissione 
sperimentale confrontato 
con quello previsto dalla 






Per una dimostrazione esauriente di questa conclusione si rimanda ai testi di fisica, 
ci si limita qui ad indicare alcune parole chiave per gli approfondimenti. La cavità 
isoterma è sede di una radiazione stazionaria, l’energia per ogni frequenza può essere 
calcolata sulla base del principio di equipartizione della meccanica statistica classica, il quale 
afferma che tutti i modi (gradi di libertà) di un sistema in equilibrio hanno una 
energia media pari a kT/2. Secondo l'elettromagnetismo classico, il numero di modi 
elettromagnetici in una cavità tridimensionale, per unità di frequenza, è 
proporzionale al quadrato della frequenza; di conseguenza la potenza irradiata per 






         (4) 
che come si è detto rappresenta un assurdo (catastrofe ultravioletta). 
Lo spettro del corpo nero ha rappresentato un problema formidabile per i fisici 
fra la fine del del IXX secolo e l’inizio del XX. Nel 1900 Planck presentò 
un’equazione con un parametro aggiustabile (h), che si mostrò in perfetto accordo 
con i dati sperimentali: [M. Planck, Distribution of Energy in the spectrum, Ann. 
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Si riportano i valori delle costanti presenti nella (5): 
h = 6.62606896 10-34 J s   costante di Planck 
k = 1.3806505 10-23 J/K   costante di Boltzman 
c = 2.998 108 m/s    velocità della luce nel vuoto 
Giova ricordare che la costante di Boltzman è il rapporto fra la costante dei gas e il numero di 
Avogadro (k = R/NA) ed NA = 6,022214179 1023 mol-1. [per ricordarsi: NA ≈ 279, coincidenza]. 
L’interpretazione teorica coerente dell’equazione di Plank è dovuta 
principalmente a Bose ed Einstein. L’idea base è che l'energia elettromagnetica 
può essere emessa in pacchetti discreti di energia proporzionale alla frequenza   
(e = h); essa ha introdotto per la prima volta il concetto di discontinuità in Fisica 
ed ha trovato conferma in altri fenomeni inspiegabili con le leggi della fisica 
classica, come l’effetto fotoelettrico e l’effetto Compton. Quali siano stati gli 
sviluppi di tale idea è ben noto (meccanica quantistica).  
I pacchetti elementari di energia h sono stati chiamati quanti o fotoni, il 
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Fig. 5. Spettro di emissione del corpo nero calcolato con la legge di Planck . 
(i punti sono stati messi unicamente per distinguere le linee). 
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Ovviamente la legge di Planck contiene la legge di Wien (massimi delle curve) 
e la legge di Stefan-Boltzman (vedi esercizi). 
Analizzando la radiazione solare si osserva che si ha il massimo di emissione a 
circa 0.5 m, il sole è quindi equivalente a un corpo nero a 5800 K. 
 
Cenno alla radiazione solare. 
La curva in Fig. 5 relativa a 5800 K corrisponde allo spettro solare quale si può rilevare 
fuori dall’atmosfera, lo spettro della luce solare incidente sulla superficie della terra è 
modificato dall’interazione con i gas, le nubi e il pulviscolo dell’atmosfera.  
I fenomeno che intervengono sono: la riflessione da parte delle nubi e del pulviscolo, 
l’assorbimento da parte dei gas in specifiche bande di assorbimento, lo scattering (vedi 
http://en.wikipedia.org/wiki/Raleigh_scattering ), che provoca la diffusione della luce in tutte 
le direzioni. Una parte di quest’ultima giunge sulla terra come “luce diffusa”, mentre la “luce 
diretta” è costituita dai raggi solari direttamente incidenti. 
 
 
Fig. 6. Spettro della radiazione solare diretta al limite dell’atmosfera e al livello del mare 
confrontato con lo spettro di un corpo nero a 5250°C per massa d’aria m = 1.5. 
 
L’attenuazione della radiazione dipende ovviamente dalle condizioni atmosferiche e dallo 
spessore di atmosfera attraversato dai raggi solari; questo è minimo quando il sole è allo zenit e 
aumenta con l’angolo zenitale  (angolo fra la normale alla superficie considerata e il sole). 
Questo parametro è indicato come “massa d’aria” (vedi http://en.wikipedia.org/wiki/Airmass), 
posto uguale a 1 quando il sole è allo zenit. Assumendo terra piatta e atmosfera omogenea si ha 
per l’airmass m: 
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1
cos
m          (6) 
che fornisce una buona approssimazione per  < 60-75°, ma è inaccettabile quando  si 
avvicina a 90° (sole all’orizzonte). Ovviamente bisogna tener conto della curvatura 
dell’atmosfera; un altro fatto da considerare è la rifrazione che i raggi subiscono 
nell’attraversare strati a diversa densità, fenomeno che aumenta il percorso rispetto alla linea 
retta. Per il calcolo esatto di m ci sono vari modelli per i quali si rimanda alla bibliografia. 
La Fig. 6 riporta lo spettro della radiazione solare diretta per m = 1.5 (corrispondenti 
mediamente alla latitudine degli USA). Le curve sono basate sugli spettri di riferimento 
dell'American Society for Testing and Materials (ASTM), che sono standard adottati 
dall'industria fotovoltaica. ( http://rredc.nrel.gov/solar/spectra/am1.5/ ) 
Lo spettro solare al di fuori dell’atmosfera è molto simile a quello di un corpo nero a 
5250°C (5523 K, altri testi riportano 5800 K, ma cambia poco). La radiazione incidente sulla 
superficie della terra è attenuata a tutte le frequenze, ma sono fortemente attenuate o assenti le 
frequenze corrispondenti alle bande di assorbimento dei gas dell’atmosfera. In particolare 
l’ozono (O3) assorbe fortemente le radiazioni ultraviolette ( < 0.4 m) con assorbimento 
completo al di sotto di 0.3 m. [perché ci preoccupa il buco dell’ozono?]. 
La radiazione solare che incide sulla terra comprende quindi il visibile e il vicino infrarosso 
(la maggior parte della radiazione ha lunghezza d’onda inferiore a 2 m, vedi esercizio n. 6). 
L’emissione della terra è invece a più alte lunghezze d’onda, si consideri in proposito la curva 
a 300 K in Fig. 5, riprodotta in Fig. 7 in scala lineare. L’emissione della superficie terrestre è 








Fig. 7. Spettro di emissione di 




L’effetto serra consiste nel fatto che l’atmosfera è molto trasparente per la radiazione ad alta 
frequenza (radiazione solare), mentre è poco trasparente per le basse frequenze emesse dalla 
superficie terrestre. In sostanza l’energia emessa dalla terra viene in gran parte assorbita e 
riemessa dai gas dell’atmosfera, rimanendo intrappolata.  
L’effetto serra è sempre esistito ed ha assicurato condizioni ottimali per la vita sulla terra, le 
attuali preoccupazioni derivano dalla modificazioni della composizione dell’atmosfera 
















T = 300 K
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Emissività. 
Per quanto detto la potenza irradiata da una superficie reale è sempre inferiore 
alla potenza irradiata dal corpo nero alla stesa temperatura. In base alla legge di 
Kirchhoff si ha infatti (vedi Eq.1): 
     ,, , ,nE T a T E T         (7) 
Cioè per ogni lunghezza d’onda, un corpo reale emette una frazione 
dell’energia emessa dal corpo nero pari al proprio coefficiente di assorbimento a.  
Definendo emissività monocromatica, , il rapporto fra le potenze emesse 
da un corpo reale e dal corpo nero a una certa lunghezza d’onda, si ha cioè: 
   , ,T a T         (8) 
Cioè l’emissività di un corpo è uguale al suo coefficiente di assorbimento, però 
l’eguaglianza  = a sussiste a parità di lunghezza d’onda e di 
temperatura (ricorda quanto scritto da Kirchhoff). Emissività ed assorbimento 
possono cambiare notevolmente con la lunghezza d’onda e la temperatura. 
Ad esempio il vetro è trasparente alla luce, cioè l’assorbimento della luce solare, è molto 
piccolo, mentre l’emissività a temperatura ambiente è 0.9 – 0.95, si comporta cioè come un 
corpo quasi nero ed assorbe quasi completamente la radiazione (infrarossa) che incide su di 
esso provenendo da una sorgente a temperatura prossima alla temperatura ambiente. 
Oltre che dalla lunghezza d’onda l’emissività monocromatica di una superficie reale può 
dipendere dalla direzione, essendo massima in direzione normale alla superficie. In generale 
tuttavia  si può considerare quasi indipendente da  (angolo con la normale alla superficie) 
fino a  < 40 per materiali conduttori e  < 75° per materiali isolanti, per cui nei calcoli di 
irraggiamento si assume che l’emissione sia diffusa (cioè indipendente da ) facendo 
riferimento ai dati di emissione normale. 
Nei problemi di scambio termico per irraggiamento ovviamente interessa la 
potenza totale (cioè per tutta le frequenze) irradiata da una superficie: 
0
E E d 

        (9) 
Si può allora definire una emissività totale, o semplicemente emissività, , 
che rappresenta il rapporto fra l’emissione totale della superficie e l’emissione 
totale del corpo nero alla stessa temperatura, cioè: 
4
nE E T        (10) 
Ovviamente se si conosce l’emissività monocromatica  si può calcolare 
l’emissività : 





, ( )nT E T d
T
T





    (11) 
In realtà è molto più facile trovare dati di emissività totale; ampie raccolte sono 
reperibili in letteratura, vedi ad esempio:  
http://www.omega.com/literature/transactions/volume1/emissivity.html  
Naturalmente i dati vanno usati nell’intervallo di temperatura indicati e con 
cautela, infatti l’emissività dipende in modo rilevante dal grado di finitura della 
superficie. La tab. I ne presenta un estratto. 
 
 T (K) emissività,   solare 
Argento lucidato 310 0.01 
Alluminio   lucido 300 - 900 0.04 - 0.06 0.09 
               molto ossidato 400 - 800 0.2 - 0.33  
                   anodizzato 300 0.80 0.14 
Acciaio     lucidato 300 - 500 0.08 - 0.14 0.41 
                  commerciale 500 - 1200 0.2 - 0.32  
                  ossidato 300 0.81 0.89 
Allumina 800 - 1400 0.65 - 0.45  
Asfalto 300 0.85 - 0.93  
cemento 300 0.88 - 0.94  
vetro 300 0.90 - 0.95  
Ghiaccio 273 0.95 – 0.99  
Vernice acrilica bianca 300 0.90 0.26 
Carta bianca 300 0.90 0.27 
Sabbia 300 0.90 0.52 
Pelle umana 300 0.95  
Neve 273 0.80 – 0.90 0.13 
Acqua 273 - 373 0.95 – 0.96  
Suolo (sup. terrestre) 300 0.93 – 0.96  
Legno di faggio 300 0.94  
Tab. I. Emissività, , di vari materiali alle temperature indicate e 
coefficienti di assorbimento alla radiazione solare a 
temperatura ambiente. 
 
Si rileva che i metalli hanno emissività molto bassa (vedi argento e alluminio 
lucidati), mentre materiali ceramici od organici approssimano il corpo nero. 
Tuttavia una ossidazione superficiale cambia sostanzialmente  e un metallo 
fortemente ossidato può avere emissività simile a quelle di un materiale 
ceramico. 
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Per meglio apprezzarne il significato, in Tab. I sono riportati anche i 
coefficienti di assorbimento, , degli stessi materiali alla radiazione solare, a 
temperatura ambiente. Si rilevano comportamenti che, a prima vista, possono 
apparire curiosi: Se si guardano i dati di emissività, la carta bianca, il ghiaccio, la 
neve, sono corpi quasi neri ( ≈ 0.9). In effetti essi sono quasi neri a temperatura 
ambiente, alla quali l’emissione è nel campo infrarosso. A queste frequenze 
assorbono quasi tutta l’energia incidente ( = a); l’assorbimento però è molto 
inferiore nel campo visibile, e quindi riflettono la maggior parte della radiazione 
solare ed appaiono bianchi. Se esistesse la neve a 5800 K si potrebbe verificare 
che anche alle alte frequenze  = a.  
Per i metalli  aumenta con la temperatura ed è tanto più bassa quanto più alta 
è la conducibilità elettrica; i valori di   sono comunque sempre inferiori a 0.5, a 
meno che il metallo non sia ossidato. Per i materiali ceramici ed organici  ha 
valori decisamente superiori e tende a diminuire con la temperatura. 
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Scambio termico fra superfici nere: fattori di vista. 
Si considerino due superfici nere, piane e parallele 
poste a breve distanza (rispetto all’estensione, si da 
poterle considerare infinite). In queste condizioni è 
chiaro che tutta l’energia emessa dalla superficie 1 
incide sulla superficie 2 ed è da questa assorbita e 
viceversa.  
Si può allora dire che il calore scambiato fra le due 
superfici è: 
 4 41 2 1 2( ) ( )n nQ AE T AE T A T T      (12) 
 
Sfortunatamente i problemi di scambio termico per irraggiamento non sono 
così semplici, principalmente per due motivi: a) solo una parte della radiazione 
emessa dalla superficie 1 incide sulla superficie 2 e viceversa, b) solo una parte 
della radiazione incidente viene assorbita (la superfici non sono nere), la restante 
parte viene riflessa, una parte di questa ritorna alla superficie che l’ha emessa, 
che in parte l’assorbe e in parte la riflette. 
Esamineremo per ora il primo punto, considerando due superfici disposte in un 
certo modo nello spazio. Per rendere l’idea consideriamo il caso semplice in cui 
S1 sia puntiforme (vedi figura); 
è chiaro che la frazione della 
potenza irradiata da S1 che 
incide su S2 dipende dalla 
orientazione di S2 rispetto ad S1, 
essendo massima quando la 
normale ad S2 passa per S1 e 
nulla quando la normale ad S2 è 
perpendicolare alla congiungente. (è per questo che per prendere il sole ci 
stendiamo sulla spiaggia, piuttosto che stare in piedi). 
Definiamo fattore di vista, Fi→j, (view factor o configuration factor) tra 
una superficie i e una superficie j , la frazione di radiazione emessa 
dalla superficie i che incide sulla superficie j. 
Il fattore di vista è una grandezza puramente geometrica e dipende solo dalla 
posizione reciproca delle superfici. Il calcolo del fattore di vista è piuttosto 
complesso anche per geometrie relativamente semplici, ad esso si accennerà nei 
prossimi paragrafi. 
Si evidenzia che fra i fattori di vista va anche considerato Fi→i , a rappresentare 
la frazione di energia emessa dalla superficie i che incide sulla superficie stessa, 
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Considerando due superfici nere, la potenza trasmessa da S1 ad S2 è (per 
definizione): 
1 2 1 2 1 1 2 1 2 2n nQ F A E F A E       (13) 
 (radiazione emessa da 1 che incide su 2) – (radiazione emessa da 2 che incide su 1) 
Come verrà mostrato nel prossimo paragrafo, fra i fattori di vista vale la 
regola di reciprocità 1 2 1 2 1 2F A F A  , per cui la potenza scambiata fra due 
superfici nere è: 
 4 41 2 1 2 1 1 2Q F A T T        (14) 
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Coordinate sferiche, angolo solido. 
 
Un punto P  nello spazio può essere individuato dalle sue 
coordinate Cartesiane x, y, z, oppure dalle coordinate 
sferiche: 
 = raggio vettore OP 
 = angolo zenitale (colatitudine) fra OP e l’asse z. 
 = angolo azimutale (longitudine) fra la proiezione di  
 OP sul piano xy e l’asse x 
Le relazioni fra le coordinate sono: 
 
x= sen  cos 
y= sen  sen 
z= cos   
 
 
Così come nel piano l’angolo è definito come la 
lunghezza di un arco di cerchio usando come unità 
di misura il raggio, nello spazio l’angolo solido  
è definito come l’area di una porzione di sfera 
usando come unità di misura il quadrato del 
raggio. L’unità di misura è lo steradiante. 
Consideriamo una sfera di raggio R e su di essa 




   
Esprimendo dA con le coordinate sferiche: 
2dA R sen d d     si ha quindi: 
d sen d d     
Per l’intera sfera si ha ovviamente  steradianti, per una calotta sferica   e così 
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Riassumendo: la potenze emessa da dA1 ed incidente su dA2 è proporzionale a (dA1cos) ed 
all’anglo solido sotteso a dA2. La costante di proporzionalità dipende solo dalla sorgente. Si 
può cioè porre: 
 1 2 1 cosdE I dA d        (15) 
Il fattore I si chiama intensità della radiazione, e si esprime in 2 ( )
W
m sterad
, come detto, essa 
dipende unicamente dalla sorgente. L’intensità della radiazione può essere definita come la 
potenza radiante emessa in una certa direzione per unità di area emittente normale alla 














Si consideri ora una superficie dA1 sul piano 
xy che emette in modo diffuso, cioè allo 
stesso modo in tutte le direzioni (ciò in 
particolare si verifica se dA1 è una superficie 
nera) e una superficie dA2 su una sfera 
avente centro in dA1 e raggio R.  
È evidente che la potenza intercettata da dA2 
è massima se dA2 è allo zenit e diminuisce 
all’aumentare di . Questo perché la 
superficie dA2 “vede” la proiezione di dA1 
sulla congiungente, cioè dA1cos. 
D’altra parte è evidente che la potenza 
intercettata è la stessa su tutte le superfeci 
dA2 che sottendono lo stesso angolo solido 
dindipendentemente dal raggio R. 
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La definizione è stata qui posta con riferimento alla radiazione complessiva, si può 
evidentemente definire una intensità I con riferimento ad una particolare lunghezza d’onda. 
Dividendo per dA1:si ha la potenza irradiata da dA1 ed intercettata da dA2 riferita all’unità di 





         (16) 
Integrando sull’intera semisfera si ha la potenza totale emessa da dA1. Tenendo conto che 
d sen d d    , si ha: 
 221 2
1 0 0




    
 
       (17) 
Se la superficie A1 è nera, la potenza irradiata per unità di area è 
4
nE T , per un corpo 




E TI           (18) 
e come si è detto è funzione della sua temperatura. Ovviamente l’intensità relativa ad una certa 








        (19) 
Per corpi non neri si dovrà introdurre l’emissività . o  
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Calcolo del fattore di vista 
Consideriamo ora due superfici nere finite A1, A2. e proponiamoci di calcolare la potenza 
radiante emessa da A1 che incide su A2,  
Consideriamo due elementi di aree dA1 e 
dA2 sulle rispettive superfici; la potenza 
emessa da dA1 che incide su dA2 è espressa 
dalla (15) 
 1 2 1 1 1 1 2cosdE I dA d       
(20) 
Sono stati aggiunti gli indici ad indicare 
che I1 è l’intensità di radiazione della 
superficie A1, 1 l’angolo fra la 
congiungente e la normale a dA1 (l’asse z 
nelle precedenti figura), d1→2 l’angolo 




TI          (21) 
Per il calcolo di d1→2 bisogna considerare la proiezione di dA2 sulla sfera di centro dA1 e 





        (22) 
Sostituendo in (20): 
4
1 1 2 1 2
1 2 2
cos cosT dA dAdE
r
  
      (23) 
L’energia che tutta la superficie A1 manda su A2 è pertanto: 
1 2
4 1 2
1 2 1 1 22
cos cos
A A
E T dA dA
r
         (24) 
D’altra parte il fattore di vista F1→2 è definito dalla relazione: 
4
1 2 1 2 1 1E F A T       (25) 
Si ha pertanto: 
1 2
1 2







       (26) 
La (26) consente di calcolare il fattore di vista nota che sia la geometria delle due superfici e 
la posizione relativa. Come si può ben capire il calcolo è piuttosto complesso anche per 
geometrie relativamente semplici.  
Valori tabulati, formule e diagrammi sono reperibili su vari manuali, un’ampia raccolta è 
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Proponiamoci ora di calcolare il fattore di vista inverso, cioè F2→1 (frazione di radiazione 
emessa dalla superficie A2 che incide sulla superficie A1). È evidente che si perviene alla Eq. 
(26) con gli indici scambiati. Si ha quindi l’importante  
Regola di reciprocità: 
i j i j i jF A F A       (27) 
 
Altre regole, per altro intuitive, consentono di semplificare i calcoli: 









        (28) 
Regola della simmetria: se le superfici j e k sono simmetriche rispetto a i  
i j i kF F        (29) 
Queste semplici regole a volte consentono il calcolo dei fattori di vista senza 
consultare tabelle, in ogni caso riducono di molto i calcoli. 
 
 
Esempi di calcolo dei fattori di vista 
1) Superficie convessa in una cavità. 
La superficie A1, convessa, è racchiusa nella superficie A2, ad esempio due sfere 








Qualunque sia la forma delle superfici si ha evidentemente 1 2 1F  , dato che 
tutta la potenza emessa dalla superficie interna incide su quella esterna. Per 
reciprocità si ha poi 2 1 1 2/F A A  , in particolare per le sfere 2 22 1 1 2/F R R  e 






























    
Per la regola della somma: 2,2
1
2
F  , ovvero: tutta la radiazione emessa dalla 
base incide sulla calotta; metà della radiazione emessa dalla calotta incide sulla 
base, l’altra metà sulla calotta stessa.  Si può vedere che se A2 è una porzione 
qualunque di superficie sferica è sempre 2,1
1
2
F  . 
3) Cono e relativa base. 










A R R h h
R

   
 
È poi F2,2 = 1 – F2,1. 
Il metodo si può estendere a forme diverse di 
A2. 
 
3) Piramide regolare:  
Calcolare i fattori di vista fra la base e ciascuna delle facce laterali della 
piramide regolare a base esagonale in figura.  
Detta A1 la base si ha per simmetria 
F12=F13=F14=F15=F16=F17=F1,l   avendo indicato con 
F1,l il fattore di vista fra la base e una qualunque delle 
facce laterali. Dato che l’insieme forma una cavità 
chiusa, ed essendo F1,1=0, si ha 1,6 1lF  , cioè 1, 16lF  . 
Il risultato è ovvio: ogni lato riceve 1/6 della 
radiazione emessa dalla base.  
Con la regola di reciprocità si può poi calcolare Fl,1 
fra una qualunque delle facce laterali e la base. Il procedimento si può 
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Approssimazione del corpo grigio. 
Come è stato più volte ribadito, il coefficiente di assorbimento e l’emissività 
monocromatica sono uguali a parità di lunghezza d’onda, ma possono variare 
molto con questa. Ciò significa che l’emissività  di una superficie a temperatura 
T1 può essere molto diversa dal suo coefficiente di assorbimento  nei riguardi di 
radiazioni provenienti da un corpo a temperatura T2. (confronta le emissività e i 
coefficienti di assorbimento alla radiazione solare riportati in Tab. I). 
In generale quindi, se si vuole studiare lo scambio termico fra due superfici a 
temperatura T1 e T2, occorre conoscere i quattro parametri:  
1 =emissività di 1 alla temperatura T1,  
1 = assorbanza di 1 nei riguardi della radiazione proveniente da 2,  
2 = emissività di 2 alla temperatura T2,  
2 = assorbanza di 2 nei riguardi della radiazione proveniente da 1. 
Il problema si può semplificare grandemente se le due temperature non sono 
troppo diverse, se cioè le radiazioni emesse dalle due superfici cadono all’incirca 
nella stessa banda di lunghezza d’onda. In questo caso si può assumere 
(approssimativamente) 1  = 1 , 2 = 2 , cioè per le due superfici si può 
assumere che l’emissività sia indipendente dalla lunghezza d’onda. L’assunzione 











Un ipotetico corpo grigio emetterebbe la stessa frazione  dell’emissione del 
corpo nero in tutto il campo di frequenza. Il corpo grigio non esiste, tuttavia 
l’ipotesi è accettabile se si considerano campi di temperatura limitati (qualche 
centinaio di gradi) come accade nella maggior parte delle applicazioni 
tecnologiche.  
Un criterio molto semplice per verificare la fondatezza dell’ipotesi consiste nel 
calcolare, con equazione di Wien, le  corrispondenti ai picchi di massima 
emissione delle due superfici e confrontare i corrispondenti valori di  per i due 
materiali. Come già visto, se si applica questo criterio allo scambio terra – sole si 
verifica che l’ipotesi di corpo grigio è assolutamente inapplicabile. (è consolante 
sapere che la terra illuminata dal sole non è un corpo grigio!) 
Fig. 13. Approssimazione del corpo 
grigio. 
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Scambio termico fra superfici grigie. 
Lo scambio termico fra superfici non nere è complicato dal fatto che parte 
della radiazione incidente è riflessa e torna in parte ad incidere sulla superficie 
che l’ha emessa. 
Il problema si semplifica un po’ se si assume che le superfici coinvolte siano 
opache, diffondenti e grigie. La prima condizione è che non ci sia radiazione 
trasmessa, quindi r=1, la seconda condizione implica che la radiazione emessa 
o riflessa non dipenda dall’angolo, infine superficie grigia significa che  non 
dipende dalla lunghezza d’onda. 
La potenza che abbandona una superficie Ai (Radiosità, Bi) comprende 
radiazione emessa e radiazione riflessa. Indicando con Gi la radiazione incidente 
si ha cioè: 
4(1 ) (1 )i i ni i i i i i iB E G T G             (30) 
La potenza netta scambiata da una superficie Ai è pertanto: 
 i i i iQ A B G        (31) 
Ricavando Gi dalla (30) e sostituendo nella (31): 
 41 i ii i ii
AQ T B         (32) 
Consideriamo ora una cavità formata da N superfici; su ogni superficie può 
essere assegnata la temperatura Ti oppure la potenza scambiata iQ , in ogni caso si 
hanno N incognite. Supponiamo per fissare le idee che in ogni superficie sia 
assegnata la temperatura Ti, e si deve calcolare la potenza (gli altri casi si 
affrontano in modo analogo). In accordo alla (32) per calcolare iQ  bisogna 
conoscere la radiosità Bi, questa, a sua volta, dipende dalla radiazione incidente 
Gi, proveniente da tutte le altre superfici (compresa eventualmente se stessa): 
1
N
i i j j j i
j
AG A B F 

  e per la regola di reciprocità: 
1
N
i i i j i j
j










        (33) 
Sostituendo in (30): 
4
1
(1 ) 1, 2,....,
N
i i j i j i i
j
B B F T i N  

       (34) 
Che è un sistema lineare di N equazioni nelle N incognite Bi. Una volta 
calcolate le radiosità risolvendo il sistema si calcolano le potenze delle varie 
superfici mediante la (32).  
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Volendo si può ricavare Bi dalla (32) e sostituirlo nella (34), si ha così un 
sistema in cui le variabili sono iQ  e 4iT , di queste N devono essere note, N 
incognite (siano esse potenze o temperature). 
 
Due superfici grigie formanti una cavità. 
Consideriamo il caso particolare di sole due superfici formanti una cavità. Il 
caso si può affrontare risolvendo il sistema (34) per N = 2, ma ripartiamo 
dall’inizio. La potenza scambiata fra le due superfici è evidentemente. 
(radiazione che abbandona A1 e incide su A2) - (radiazione che abbandona A2 e incide su A1) 
 
1 2 1 1 2 1 2 2 1 2Q A F B A F B     
e per la regola di reciprocità: 
 1 2 1 1 2 1 2Q A F B B      (35) 
 
D’altra parte, in accordo con la (32) le potenze nette scambiate dalle due 
superfici valgono rispettivamente: 
 41 11 1 1
11
AQ T B        (36) 
 42 22 2 2
21
AQ T B  
      (37) 
Non v’è dubbio che 1 2 1 2Q Q Q      , scriviamo allora le relazioni precedenti 
nella forma. 




        (35’) 





          (36’) 





          (37’) 
sommando: 
 4 41 21 2 1 2
1 1 2 1 1 2 2
1 11Q T T
A F A A
     
       
      
e infine: 
 4 41 2
1 2
1 2










   
      (38) 
A1 A2 
Q1→2 
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Nota: Il procedimento seguito si assomiglia al calcolo di un coefficiente globale di trasporto, il 




  vengono 




 “resistenza spaziale” Il metodo viene 
chiamato “analogia elettrica”, riducendo il problema al calcolo di tre resistenze in serie. Il 
metodo si può estendere a più superfici formanti una cavità, ma diventa laborioso per N > 3 e 
conviene ricorrere al metodo matriciale, cioè alla soluzione del sistema (34). 
Consideriamo ora alcuni casi rilevanti di scambio fra due superfici grigie la cui 





Due superfici piane infinite:  
F1→2 = 1, A1 = A2, indicando con q1→2 = Q1→2/A il flusso 
termici per unità di superficie: 






   





Una superficie racchiusa da un’altra. essendo F1→2 = 1: 
               













     




In particolare: due sfere  
                













     





due cilindri coassiali: 
 
              













     








Piccolo oggetto in grande cavità: F1→2 = 1, A1 /A2 ≈ 0 
                    4 41 2 1 1 1 2Q A T T                      (43) 
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Esercizi risolti 
1) Termometro 
L’elemento sensibile di un termometro immerso in un condotto in cui scorre aria calda 
segna la temperatura T1 = 150°C, la parete del condotto è a T2 = 50 °C. 
Assumendo un coefficiente di convezione fra l’aria 
e il termometro h = 70 W/m2°C valutare la reale 
temperatura dell’aria assumendo che l’elemento 
sensibile del termometro si comporti come un 
corpo nero oppure come un corpo grigio con 
emissività  = 0.6 
Soluzione. 
L’elemento sensibile del termometro scambia calore per convezione con l’aria e per 
irraggiamento con le pareti del condotto. Essendo la parete più fredda il termometro segna una 
temperatura inferiore a quella reale dell’aria. 
L’elemento sensibile del termometro si può considerare un piccolo oggetto in una grande 
cavità (F1,2 = 1, A1 /A2 ≈ 0), deve quindi essere. 
   4 41 1 1 1 1 2ahA T T A T T        4 411 1 2aT T T Th     
Se il termometro si comporta come un corpo nero ( = 1): 440.12 167.12aT K C    
Se invece si comporta come un corpo grigio ( = 0.6):  433.27 160.27aT K C    
L’errore è di circa 17°C per termometro nero e di circa 10°C per termometro grigio. 
Ovviamente è preferibile che l’elemento sensibile del termometro abbia una bassa emissività, 
tuttavia l’errore rimane considerevole. Quali accorgimenti si possono adottare per diminuire 
l’errore? 
 
2) Uomo in una stanza. 
Un uomo in piedi in una stanza vuota si sente a suo agio settando il termostato a 20°C, la 
temperatura delle pareti è pure 20°C. La stessa persona si trasferisce in uno chalet di 
montagna in una stanza vuota le cui pareti sono a 10°C. A che temperatura deve settare il 
termostato per avere la stessa sensazione di benessere? Assumere che il coefficiente di 
convezione aia-corpo sia 10 W/m2K. 
Soluzione. 
La formulazione di questo esercizio è molto discutibile, si dice infatti che le temperature di 
tutte le pareti, del pavimento e del soffitto sono uguali; aggiungiamo anche l’ipotesi, pure 
discutibile, che l’uomo si possa considerare un piccolo oggetto in una grande cavità. 
Assumiamo che per avere la stessa sensazione di benessere, nelle due situazioni, deve essere 
uguale il calore disperso dal corpo. Indicando TC la temperatura del corpo, con l’indice 1 la 
prima situazione e 2 la seconda, a = aria, p = parete, deve quindi essere: 
           4 4 4 41 1 2 2273 273 273 273C a C C P C a C C PhA T T A T T hA T T A T T                   





   4 42 1 1 2273 273 25.1Ca a P PT T T T Ch
          
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Il problema, qui risolto in modo semplicistico, può essere complicato a piacere. Se si vuole 
rimuovere l’ipotesi di “piccolo uomo in grande stanza”, mantenendo l’ipotesi di “cavità 
isoterma”, il problema rimane a due superfici; occorre conoscere l’emissività delle pareti e le 
relative aree (il problema è ancora facile). Se si deve tener conto che le pareti hanno 
temperature diverse (a seconda dell’esposizione) si ha un problema a N superfici (almeno 7), 
occorre cercare i fattori di vista e risolvere il sistema (32), (34). 
Considerati i valore di emissività del corpo umano e dell’intonaco (prossimi a 1), non si fa 
comunque un grande errore considerando entrambi corpi neri.  
Si aggiunga che andando in montagna è consigliabile indossare un maglione di lana (costa 
meno che alzare il termostato). 
 
3) Schermi di radiazione (piani). 
a) Calcolare il calore trasmesso per 
irraggiamento fra due lastre piane molto 
estese (rispetto alla distanza) con emissività 
e temperature indicate in figura.  
b) Calcolare la riduzione del flusso termico 
che si realizza interponendo fra le due lastre 
un sottile foglio di alluminio con emissività 
s = 0.1 su ambo i lati. 
c) ripetere il calcolo con 2, 3, 4,…fogli di 
alluminio 
Soluzione.  
a) Senza alcuno schermo il calore scambiato è dato dalla (39) 
 4 4 21 2 1 2
1 2




    

 
b) indicando per semplicità di scrittura con R il denominatore della (39), e TS la temperatura 

































   
(le resistenze in serie si sommano) 
1
1
1 1 1 14s
S
R        2 2
1 1 1 10.11S
S
R         1 2 1 2 24.11S SR R R      
e infine 21 2 794.1 /q W m  .  Lo schermo riduce del 78.8% il calore scambiato. 
La temperatura del foglio di alluminio è 44 1 765 492S






T2 = 100°C 
 
2 = 0.9 
s =0.1 
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c) Con le stesse argomentazioni precedenti, interponendo N fogli di schermo, supponendo 






1 21S S S S
T T
q




     
Con ovvio significato dei simboli. In tabella il 
risultato per vari valori di N. 
 
N Q Q/Q % 
0 3.746,09 0 
1 794,10 78,80 
2 444,12 88,14 
5 191,25 94,89 
10 98,13 97,38 
20 49,72 98,67 
È elementare l’estensione a fogli di materiale diverso o con diversa emissività sulle due 
facce. 
Con un adeguato numero di strati di materiale a bassa emissività è possibile schermare quasi 
completamente la radiazione. Schermi multistrato sono usati per protezione da alte e basse 
temperature (tute spaziali, settore criogenico, …). Un foglio di alluminio posto fra il radiatore e 
il muro può essere utile. 
 
4) schermi di radiazioni (cilindrici). (tratto da Lienhard) 
In un tubo di acciaio ( = 0.2) di diametro 6.35 mm scorre azoto liquido alla temperatura di 
80 K. Il tubo è posto in una camera mantenuta sotto vuoto le cui pareti sono a T = 230 K    
a) calcolare il calore scambiato per metro di tubo. 
b) Intorno al tubo viene posto, con funzione di schermo, un secondo tubo di acciaio di 12.7 
mm di diametro. Calcolare il calore scambiato e la temperatura del tubo esterno. 
Soluzione. 
a) Assumiamo che la temperatura della superficie esterna del tubo sia uguale a quella 
dell’azoto liquido (80 K). Si può considerare il tubo come un piccolo oggetto in una grande 
cavità e applicare la (43):     4 41 2 1 1 2 0.624 /Q d T T W m        
b) Indicando con A1, A2, A3, le superfici del tubo, 
della camera e dello schermo ed applicando agli 
scambi tubo → schermo e schermo → camera la (40), 
procedendo come nell’esercizio precedente: 
   
 4 41 1 2
1 2
3 31 2








   

                     
  
 
Trascurando A3/A2 (camera molto grande) si ha: 1 2 0.328 /Q W m    con un risparmio del 
47%. Per calcolare la temperatura dello schermo si applica la (43) fra lo schermo e la camera, 
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Altri Esercizi . 
 
1. Scrivere la legge di Plank in termini di frequenza, E =f(,T). [in analogia ad E, E è tale 
per cui Ed rappresenta la frazione di energia raggiante fra  e +d]. 
 
Soluzione: 
essendo c  , deve evidentemente essere E d E d    , cioè: 2
d cE E E
d  












     
 
 
2. Dimostrare che per alte lunghezze d’onda (h<< kT) l’eq. di Planck si riduce all’eq. di 





























2 2hc kT ckTE
hc
  
    che è l’equazione di Rayleigh-Joans 
Scritta in termini di frequenza, dovendo essere E d E d    , ed essendo c   
2
2 2
2d cE E E kT
d c  
         che coincide con la (4) del testo. 
Oppure parti dall’eq. di Planck in termini di frequenza (risposta es. 1) 
 
3. Ricavare l’equazione di Stefan-Boltzman dall’equazione di Planck e determinare la relativa 
costante. [La soluzione richiede una procedura di integrazione non semplice, si può trovare 
la soluzione in: www.robertobigoni.it/Fisica/Planck/Planck.html ] 
 
4. Derivare la legge di Wien dalla legge di Planck. [vedi riferimento precedente]. 
 
5. La lunghezza d’onda corrispondente al massimo di intensità della luce solare è di 0.5 m. 
Supponendo che il sole irradi come un corpo nero, calcolare la sua temperatura 
superficiale.  
[R: 5800 K] 
 
6. Calcolare la frazione di energia raggiante emessa dal sole nei campi: Ultravioletto (0.1 -
0.38 m), Visibile (0.38 – 0.78 m), Infrarosso, (0.78 -100 m). 
[R: UV: 10.2%; Vis.: 46.6%; IR: 43.2%] 
 
7. Il filamento di una lampadina a incandescenza raggiunge 2500 K. Supponendo che il 
filamento si comporti come un corpo nero calcolare: a) la lunghezza d’onda di massima 
emissione, b) la frazione di energia emessa nel campo del visibile. Commentare. 
[R. 1.14 m; 5.9%] 
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8. Tenendo conto che il raggio medio della terra è 6370 km e la sua distanza media dal sole  é 
1.5 1011 m e il diametro del sole 1.39 109 m calcolare la frazione di energia emessa dal sole 
che incide sulla terra.  
[R. 4.5 10-10]. 
 
Soluzione: 
Sup. Sole = DS2 =6,07E+18 m2 
 
Potenza emessa dal sole = 4 SE T A  3,89E+26 W 
 





La terra è vista dal sole come un disco di raggio RT: 
 
Incidente sulla terra =1,38E+03 RT2 =1,76E+17 W 
 







9. Considerando la terra un corpo nero isotermo calcolare la sua temperatura, utilizzando il 
risultato dell’esercizio precedente.  
[R. 6°C] 
 
Soluzione: La terra emette come un corpo nero (supponiamo) a temperatura T, incognita. Deve 
quindi essere:  
(energia incidente) = (energia emessa) = 4 TE T A  
Da cui T = 279 K = 6°C, perché è un po’ più calda? 
 
10. È noto che nel solstizio d’inverno la terra è più vicina al sole che non nel solstizio d’estate, 
perché fa più freddo? 
 
11. Perché il cielo è azzurro? 
 
12. Commentare il detto popolare “rosso di sera bel tempo si spera”. 
 
13. Perché in una notte d’inverno è più freddo se il cielo è limpido? 
 
14. Perché in una serra, chiusa da superficie vetrate, fa molto caldo? 
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ESERCIZI DI RIEPILOGO 
 
1. Palla di Rame. Una sfera di rame piena di 1 cm di diametro con temperatura uniforme di 
100°C è sospesa in aria a 20°C. La velocità dell’aria è 10 m/s. calcolare la temperatura della 
sfera in funzione del tempo. Ripetere il calcolo per una pallina di vetro e una patata delle 
stesse dimensioni (o almeno impostare il problema). 
 
2. Cilindro. Un cilindro di diametro d = 5 cm e temperatura superficiale Tw = 80°C viene investito 
trasversalmente da un corrente di aria con velocità u = 2 m/s e temperatura 0°C. Calcolare: 
- Nu, h, flusso termico per unità di lunghezza 
[R.:  Nu = 43.3 ;  h = 23.7 W/m2K,   Q’ = 29.7 W/m] 
 
3. Cilindro. Un cilindro di diametro d= 2 cm e lunghezza L = 10 cm è riscaldato internamente per 
mezzo di una resistenza elettrica di 40 W. Il cilindro è raffreddato da una corrente d’aria che lo 
investe trasversalmente con velocità u= 5 m/s e temperatura 20°C. Trascurando gli effetti dei 
bordi calcolare la temperatura della superficie, supposta uniforme. 
[R.: 154.6°C]. è stata usata la correlazione Nu = 0,683Re0,466 Pr1/ 3, eventualmente provare 
con altre di letteratura. 
 
4. Convezione naturale e irraggiamento (da Cengel)  
Una tubazione orizzontale di 8 cm di diametro attraversa una stanza a 18°C per una lunghezza di 
6 m. Assumendo che la superficie esterna del tubo sia 70°C, calcolare la dispersione di calore 
per convenzione naturale e per irraggiamento, supponendo che si comporti come un corpo nero. 
 [R.: per convezione 463 W. Per irraggiamento 457 W] 
 
5. Domanda d’esame del 18.12.2009. 
L’ultimo piano di un edificio ha una copertura piana; fra tale copertura e il soffitto sottostante vi 
è una intercapedine di 20 cm. Le temperature T1 e T2 misurate sulle superfici di intradosso delle 
copertura e di estradosso del soffitto (vedi figura) sono: 
 
in estate  T1 = 40°C;  T2 =  20°C 
in inverno  T1 = 0°C  ;   T2 =  20°C 
 
 
a) Indicare nelle due situazioni quali sono i meccanismi di trasporto di calore e stimare il 
meccanismo prevalente. 
Nota: non è necessariamente richiesto un calcolo esatto, ma una “stima”, sono quindi ammesse 
assunzioni ragionevoli. Le due superfici sono assimilabili a conglomerato cementizio. 




Uno storico della scienza, al capitolo “Calore e calorico” riporta che in testi francesi del IX 
secolo viene introdotta una quantità hd
k
, denominata Numero di Biot (in onore di Jean 
Bapiste Biot, 1774-1861). In testi del XX secolo in lingua tedesca la stessa quantità viene 
denominata Numero di Nusselt (in onore di Wilhelm Nusselt, 1882-1957). Conclude 
dicendo che questo è un tipico esempio di sciovinismo nazionalista, superato dai tempi; 
sarebbe il caso di definire una volta per tutte hdBn
k
 = Numero di Biot-Nusselt (in ordine 
alfabetico). 
Commentare la tesi dell’(ipotetico) storico.  
Nota: ovviamente si tratta di una notizia falsa e inventata. 
 
d = 20 cm T1 T2 
C. Gostoli, PIC 2010-11-15 10. Esercizi 2
 
7. Convezione naturale e irraggiamento 
Un serbatoio sferico di diametro 1.2 m si trova circa al centro di un locale 5x5 m in pianta e 3.5 
m in altezza. La parete del serbatoio è a 180°C, le pareti e il pavimento del locale a 25°C e l’aria 
a 28°C. Calcolare le dispersioni termiche per convezione e irraggiamento assumendo che le 
superfici siano assimilabili a corpi grigi con emissività  = 0.8 per il serbatoio e  = 0.9 per le 
pareti del locale. 
 
 
 
 
 
 
